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Reseni 5. série

Uloha 1. Viclavek s Veverkou se pohybuji po rovné cesté. V jedné minuté se posunou o 13m dopiedu
a poté o 11'm dozadu. Pokud md cesta 540 metri, po kolika minutdch se dostanou na konec?

Reseni:
V jedné minuté se posunou celkem o 13 — 11 = 2m dopfedu. Na konci 263. minuty budou tedy
2-263 = 526 m od zac¢atku. 264. minutu se posunou o 13m (jsou 539 m od zac¢atku) a zpét o 11 m (jsou
528 m od zacatku). 265. minutu by se po posunuti o 13 m ocitli 541 m od zacatku, ale cesta méa 540 m,
takZe jsou na konci.

Na konec cesty se dostanou 265. minutu.
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Uloha 2. Madme tri krabice. V jedné krabici jsou pouze sudokuny, v jedné jsou pouze lichokuny
a ve treti jsou sudokuny i lichokuny. Krabice jsou oznacené cedulkami ,Sudokuny®, ,Lichokuny* a
youdokuny+lichokuny“, coZ pivodné odpovidalo tomu, jaké prvky jsou v dané mnoZiné. Néjoky darebdk
ov§em ndzvy krabic prehdzel (tj. vymeénil cedulky) tak, Ze kaZdd krabice je nyni oznacena Spatné.
Mizeme tim, Ze z jedné krabice (vybirdme ze které) vytdhneme jeden objekt a zjistime, jestli jsme vytdhli
sudokunu nebo lichokunu, s jistotou urcit, jak cedulky patii spravné (tedy co je v které krabici)?

Reseni:
Ano, jde to.
Sahneme do krabice s napiskem ,,Sudokuny+lichokuny*, o které vime, Ze je oznacena Spatné a je tudiz

bud krabici se sudokunami, nebo krabici s lichokunami. Vytdhneme jeden prvek. Reknéme, Ze jsme
vytéhli sudokunu. Vime, Ze krabici, do které jsme sahli, patii urcité napisek ,,Sudokuny*.

Ted se zamyslime nad tim, které krabici pat¥i napisek ,,Lichokuny*. Ur¢ité to neni ta, kam jsme ted
sahali, a urc¢ité to neni krabice, kterd méa ted napisek ,,Lichokuny*, musi to tedy byt krabice s napiskem
m,oudokuny“.

Na krabici, ktera ted méla néapisek ,Lichokuny*, tedy zbyl napisek , Sudokuny-+lichokuny*.

Kdybychom nevytahli sudokunu, ale lichokunu, postupovali bychom obdobné, jen bychom prohodili
sudokuny a lichokuny.
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Uloha 3. Méjme 10 rizngch kaminki rozdélensjch do 2 bot po 5. Chceme kaminky seradit tak, aby
se pravidelné stFidaly kaminky z rizniych bot. Kolika zpisoby to lze udélat?

Reseni:
Budeme pouzivat kombinatorické pravidlo souc¢inu. Tj. ve chvili, kdy mame na vybér z nékolika moz-
nosti, musime jejich pocet prinasobit.

Prvni kaminek si mizeme vybrat bez omezeni, tedy z 10 moznosti. Druhy pak musi byt z jiné boty
nez prvni, takze mame na vybér 5 moznosti. TTeti pak zase ze stejné, ale uzZ mame na vybér pouze 4
kaminky. Ctvrty zase z jiné a taky vybirame ze 4 zbylych. Takto dojdeme aZ na konec, ¢imz vytvoiime
sou¢in 10-5-4-4-3-3-2-2-1-1 = 28800 zptisobil.

Stejné ¢islo muZzeme dostat i jinym zptusobem. Oznacme boty A a B. Rada pak bude vypadat bud
jako ABABABABAB, nebo jako BABABABABA. V kazdé z téchto moznosti uz je 5-4-3-2-1 = 5!
(¢ti ,,pét faktorial”) zptsobu, jak dosadit objekty typu A a 5! zpusobu, jak dosadit objekty typu B.
Celkem tedy opét méame 2 - 5! - 5! = 28800 zpusobu.

Vysledek je 28 800.
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Uloha 4. Méjme dvé trojice redlngch cisel a, b, ¢ a x, y, z. Plati, Ze b =9, ¢ = 25, x = 15. Pomér
cisel y : z = 3 : 5. Dokazte, Ze kdyZ a je vétsi rovno jedné devitiné z druhé mocniny y, tak soucet
T + Yy + z nend vétsi neZ soucet a + b+ c.

ReSeni:
Prvni trojice je a, 9, 25. Druhé trojice je 15, 3- k, 5 - k.
Chceme ukazat, ze kdyz a > % ~y?, tak a +b+c > x+y+ 2 Stadi ukazat, Ze to plati, kdyz a = % 2,
nebot pokud je a jesSté vétsi, zvysi to pouze soucet prvni trojice.

Vime tedy a = % cy? = % - (3k)? = k2. Po tpravé zjistime, Ze chceme dokéazat:

a+bt+c>r+y+=z
E4+9+25>15+3-k+5-k
E>—8-k+19>0
(k> -8 -k+16)—16+19>0
(k—4)2+3>0

(k — 4)? je kvadrat, ktery musi byt nezaporny, takze tvrzeni ze zadani urcité plati.
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Uloha 5.  Mrak md tvar lichobézniku ABCD, AB || CD. Stiedy tisecek AC a BD oznacme postupné
E a F. Dokazte, Ze trojihelniky AFD a BEC maji stejnij obsah.

Sxvz bude znamenat obsah trojihelniku XY Z.

ResSeni 1:

Stiedy tsetek AD a BC' oznatme postupné G a H. VSimnéme si, Ze FG je stfedni pricka trojihel-
niku ACD, takze EG || CD. Dale je EH taky stfedni pficka trojahelniku ABC, takze FH | AB.
Dohromady méame

EG| CD | AB|| EH,

z Cehoz vyplyva, ze body G, E a H lezi na jedné pfimce. Podobné ze stfednich p¥i¢ek v trojuhelnicich
ABD a BDC mame

GF | AB || CD || HF,
takze opét body G, F' a H lezi na jedné primce. Dohromady potom vime, Ze vSechny ¢tyii body G, F,
E, a H lezi na jedné pfimce, které je rovnobé&zna s AD i BC. Oznaéme ji p.
GH je stiedni pficka lichobézniku ABCD), takZe vzdalenosti pfimky GH, tedy p, k pfimkam AB a
CD jsou stejné. Tuto vzdalenost nazvéme x. Nakonec kviili tomu, Ze jsou GF a EH stfedni pricky v
trojtuhelnicich ADB a ABC, plati

1
(GF| = 5 - |AB| = |EH|.

Dohromady potom méame

1 1 1 1
Sarp = Sacr+Sarp = i‘GF‘w—i-i’GF‘x = 5‘EH‘:C+§’EH|:C = Sper+SEHCc = SBEC.
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Reseni 2:

Paty vysek z bodu A, B, C' a D na ptimky BD, AC, AB a AB ozna¢me postupné G, H, I a J.
Potom

SaBp = Sapr + Sarp
1 1
= 5+ |BF|-|AG| + 5 - |DF| - |G|

1 1
= 5 - IDF|-|AG| + - [DF| - |AG)|

1
_. (5 .IDF|. |AG|>
=2-Sarp

1
Sarp = 3 SaBpD

Podobné
Sapc = SaBe + SBEcC
= 5 [AB|-|BH]| + 5 -|EC| - |BH|
_ % |EC|- |BH| + % [|EC|- |BH]
_9. (% |EC)- \BH\)

=2-Spec

1
SBEC = 3 Sasc

Vsimnéme si, ze kvili rovnobéznosti piimek AB a DC plati |CI| = |DJ|. Proto
1 1
Sapp = 3 |AB|-|DJ| = 3 |AB| - |CI| = Sapc-

Dohromady pak mame

1 1
Sarp = 3 SaBp = 5 Sapc = SBEc-
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Uloha 6. Najdéte vsechny ctvefice po sobé jdoucich pfirozenich ¢isel, které spliwuji, Ze se soucet
tretich mocnin pronich tri rovnd tieti mocniné cturtého cisla.

Reseni:
Oznacme: x...prvni hledané ¢islo, ostatni jsou tedy = + 1, x + 2, x + 3.

Zadani prepieme do rovnice: 22 + (z + 1)3 + (2 + 2)3 = (x + 3)3, zavorky umocnime a upravime:

B+ +3- 22 +3 24+14+23+6-22+12-24+8=23+9-22 +27- 2427
3-235 49224152 4+9=a3+9-2427- 2427

2-2%-12.2-18=0

*—6-2-9=0

2?9 24+3.2-9=0

To 1ze rozlozit na soucin:
z-(x2=9)+3-(z—-3)=0

z-(x+3)(x—3)+3-(z—3)=0
(x—3)(2*+32+3)=0

Soucin dvou ¢isel se rovna nule pravé tehdy, kdyz se alespon jedno z ¢isel rovna nule, dostavame tedy
dvé moznosti: © — 3 = 0 nebo 22 4+ 3 - x + 3 = 0. Druha moznost v pfirozenych ¢slech nemize nastat
(leva strana rovnice je kladna, prava nulova). Platit musi tedy prvni moznost  — 3 = 0, proto z = 3.

Tim dostavame jediné feSeni, a to ¢tverici ¢isel: 3, 4, 5, 6.
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Uloha 7. Pro prvocisla p, q, v plati p > q,

r2 — 49 1—¢?
T+ P 1—g¢q

Urcete neymensi mozny soucet r + q a vSechny moznosti, jakd pri tomto souctu mohou byt prvocisla p,
q, r.

Reseni:
Nejprve vyraz upravme a na jedné strané vyjadieme r + g:

r2—49_ 71—(124r
7T+ P= 1—g¢q b
(r=7r+7 _(1-9Q1+9q)
T+r P="T_4 P

r—7—-p=1+4+qg+p
r+q=8+2-q+2-p
r+q=2-(4+q+p)

Nyni dostavame, ze r + ¢ musi byt sudé, tzn. Ze prvocisla ¢ a r jsou licha (kdyby oboje byla 2, tak
je soucet 4 a na druhé strané bude soucet v&tsi (min. 8, jelikoz tam je aspon 2 - 4). Zaroven plati, Ze
p > q, tedy p je taky liché. Vime, Ze soucet r + ¢ ma byt co nejmensi, tzn. Ze soucet 2 - (4 + p + q)
mé také byt co nejmensi, tedy soucet p + ¢ ma byt co nejmensi. Zkousejme tedy moznosti nejmensiho
souctu p+ ¢ (p > q) a poté ovéime, zda je r prvocislo (r =2-(4+q+p) — q).

Je jasné, Ze nejmensi je 3+ 5 a poté 3+ 7:

e p+q=>5+3, takze r = 2(4 + 3+ 5) — 3 = 21, takze r neni prvodislo.

e p+q="T7+3, takze r = 2(4 4+ 3+ 7) — 3 = 25, takZe r neni prvodislo.
7+ 5 < 11 4 3, takze dale budeme zkouSet 7+ 5 a az poté 11 + 3:

e p+q="T+5, takze r =2(44+ 5+ 7) — 5 = 27, takZe r neni prvodislo.

e p+q=11+3, takze r = 2(4 4+ 3 + 11) — 3 = 33, takZe r neni prvodislo.
13 + 3 = 11 + 5, takze musime zkusit oboje:

e p+q=13+3, takze r = 2(4 + 3 + 13) — 3 = 37, takZze r je prvocislo a r + g = 37 + 3 = 40.

e p+q=11+5, takze r =2(4 + 5+ 11) — 5 = 35, takze r neni prvocislo.

Nejmensi mozny soucet r + g je tedy 40 a jedind moznost na hodnoty prvoéisel je p = 13, r = 37,
q=3.



