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�e²ení Páté Série

Úloha 1. Dopl¬ £ísla 1 - 9 do prázdných vrchol· ²estiúhelník· tak, aby:
1) v ºádném ²estiúhelníku nebylo n¥které £íslo více neº jednou
2) sou£et £ísel ve vrcholech daného ²estiúhelníku odpovídal £íslu uprost°ed n¥j
3) sou£et £ísel v kaºdém °et¥zci (oranºový a �alový) byl 40
4) oba °et¥zce byly od shora dol· dopln¥ny £ísly, která k sob¥ budou mít tento vztah:

? <? >? <? >? . . .

Úloha má celkem 4 °e²ení:

1. A = 9; B = 5

2. A = 5; B = 9

3. A = 8; B = 6

4. A = 6; B = 8
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Úloha 2. Senáto°i d¥lají hlasovaní. Vyjde to 52% pro ANO a 48% pro NE. Pro ANO hlasovalo o
jedna vice lidí neº pro NE. Kolik lidí celkem hlasovalo?

Po£et lidí, co hlasovalo, je 2x+ 1. Zkrátíme 52
100 = 26

50 , aby se nám lépe po£ítalo. Dále máme

26(2x+ 1)

50
= x+ 1,

protoºe víme, ºe 26
50 celku (2x+ 1) je rovno x+ 1 a nyní sta£í dopo£ítat následující rovnici:

52x+ 26 = 50x+ 50

2x = 24

x = 12

Celkem hlasovalo 2 · 12 + 1 = 25 lidí.

Úloha 3. Máme trojúhelník ABC. Úhly CAB a ACB jsou stejn¥ veliké. St°ed strany BC je S.
Bodem S vedeme rovnob¥ºku na stranu AB. Pr·se£ík rovnob¥ºky a strany AC je T . Kolik je |ST |,
jestliºe BC je 4?
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Protoºe jsou úhly stejn¥ velké, jde o rovnoramenný trojúhelník se základnou AC. ST prochází
st°edem strany trojúhelníku a je rovnob¥ºná s jinou jeho stranou, jde tedy o st°ední p°í£ku, konkrétn¥
ke stran¥ AB. Protoºe |AB| = |BC| a |ST | = 1

2 |AB| (z vlastností st°edních p°í£ek), je délka ST rovna
4
2 tedy 2.

Úloha 4. �ty°£lenná kapela hrála zvlá²tní písni£ku. Písni£ka m¥la celkem 100 dob. První £len kapely
tleskl vºdy, kdyº doba byla prvo£íslo a tu dobu po tom, co doba bylo prvo£íslo (p+1). Druhý £len za²t¥r-
chal vºdy, kdyº zbytek po d¥lení dvanácti byl 5. T°etí luská jen na doby, které obsahují £íslici t°i. �tvrtý
zacinká poprvé první dobu, pak dv¥ doby vynechá, pak zase zacinká, pak jednu dobu vynechá, pak zase
zacinká, pak zase vynechá dv¥ doby, zacinká, vynechá jednu dobu, zacinká, atd. Ur£ete dobu, kdy zazní
v²echny zvuky.

Vypí²u si v²echny doby, kdy ²t¥rchá druhý £len:

5, 17, 29, 41, 53, 65, 77, 89.

Jediná doba z nich, na kterou luská t°etí £len je 53. 53 je prvo£íslo, tedy první £len bude tleskat. Zbývá
zjistit, jestli bude cinkat £tvrtý.

M·ºeme si pov²imnout, ºe £tvrtý £len cinká vºdy, kdyº zbytek po d¥lení p¥ti je 1 nebo 4. Zbytek 53
po d¥lení p¥ti je 3, tedy £tvrtý cinkat nebude.

�ádná taková doba tedy neexistuje.

Úloha 5. Dva cestovatelé TP a MK (kte°í umí chodit po vodní hladin¥) se rozhodli, ºe si prochodí
rovník. M¥li vyrazit z nultého poledníku v Guinejském zálivu � TP na západ rychlostí v, MK na východ
rychlostí w. MK ale nestihl kv·li berlím hydroplán a vyrazil na cestu ze zálivu aº o 2 dny pozd¥ji. TP
na n¥ho ne£ekal. Kde (v zem¥pisné délce) a za jak dlouho se cestovatelé potkají, kdyº víme, ºe kdyby
MK vyrazil hned po p°íletu sm¥rem za TP (taky na západ), dohnal by ho za 3 dny po uraºení 360 km?
(Uvaºujme obvod Zem¥ jako 40 000 km) (vyuºívejte vztahu rychlost=dráha/£as)

3◦14‘24“ z. d. jsou 3, 24◦z. d., tedy dev¥t tisícin obvodu Zem¥, tzn. 360 km. Ozna£me v a w rychlosti
cestovatel·, σ hypoteticky uraºenou vzdálenost a tTP a tMK jejich hypotetický £as. V²ude budeme
pouºívat rovnici v = s

t (rychlost se rovná £as d¥leno vzdálenost). tMK = 3d = 72h (víme ze zadání),
takºe vMK = σ

tMK
= 360

72 = 5km/h. tTP = tMK + 2d = 5d = 120h (TP vyrazil o 2 dny d°íve),
vTP = σ

tTP
= 360

120 = 3km/h. V realit¥ urazí oba dohromady celý obvod zem¥, tj. 40000 = sTP +sMK =
tTP vTP + tMKvMK .

tMK = tTP − 2d = tTP − 48

40000 = tTP · 3 + (tTP − 48) · 5
40000 = 8tTP − 240

40240 = 8tTP

tTP = 5030

Potkají se tedy za 5030 hodin, coº je 209 dní a 14 hodin, od startu TP. Spo£ítáme vzdálenost nap°.
pro TP: sTP = tTP vTP = 4970 · 3 = 15090km, to je 1509

4000 obvodu Zem¥, 135, 81◦ = 135◦48′36′′z. d. (TP
²el na západ).
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Úloha 6. Páry tan£í po spirále. Spirála se skládá z polokruºnic na sebe hladce navazujících, p°i£emº
s kaºdou polokruºnicí je její polom¥r v¥t²í. První polokruºnice má polom¥r 1

π m, dal²í 2
π m, dal²í 3

π m
atd. Pan P s X za£ali uprost°ed a tan£ili po obvodu této spirály. Od za£átku u²li 903m. Jak daleko
(vzdu²nou £arou) je te¤ od místa, kde za£ínali? (Moºná se vám tam n¥kde objeví aritmetická °ada,
umíme po£ítat sou£et v²ech jejich £len·?)

První p·lkruºnice bude mít délku πr = π1 = 1 metr. Dal²í p·lkruºnice s polom¥rem 2
π bude mít

délku 2 metry. Dal²í p·lkruºnice s polom¥rem 3
π bude mít délku 3 metry. Trasa, kterou P s X u²el, bude

sou£tem v²ech £len· aritmetické posloupnosti, kde n-tý £len je roven n. Sou£et v²ech £len· aritmetické
posloupnosti po£ítáme, jako: n(n+1)

2 = 903. Vypo£ítáme n:

n2 + n = 1806

n2 + n− 1806 = 0

(n− 42)(n+ 43) = 0

Musí tedy platit n = 42 metr·, protoºe -43 by nebyla platná hodnota vzdálenosti. To je ale jenom
délka p·lkruºnice. My pot°ebujeme zjistit její polom¥r, coº je rovno n · 1π = 42

π . Kdyº si nakreslíme
p·lkruºnice, m·ºeme si v²imnout, ºe na konci p·lkruºnic, se sudou délkou � jsou naproti po£áte£ní
p·lkruºnice, jsou P s X vºdy vzdáleni od po£áte£ního bodu o polom¥r této p·lkruºnice, tedy od místa,
kde za£ínali, jsou vzdáleni 42

π metr· (=13,37).

Úloha 7. M¥jme uspo°ádanou n-tici Xn = (x1, x2, . . . , xn) s prvky xi ∈ {1, 2} a výraz

Vn = x1 + · · ·+ x2 + x1x2 + · · ·+ xn−1xn + x1x2x3 + · · ·+ xn−2xn−1xn + · · ·+ x1x2 . . . xn

obsahující jako £leny v²echny kombinace spole£ných sou£in· t¥chto n £ísel (nezáleºí na po°adí, ale
m·ºeme vybírat kombinace s libovolným po£tem prvk· men²ím neº n). Pro n = 3 máme tedy nap°.:

V3 = x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3

Najd¥te v²echna Xn pro která výraz Vn nabývá sudé hodnoty. (Nápov¥da: Pokuste se Vn vyjád°it pomocí
xn a Vn−1.)

Pokusme se z výrazu Vn vytknout xn. Je jasné, ºe xn musí násobit sou£et v²ech kombinací násobk·
prvk· z n-tice Xn−1 a zárove¬ musí v²echny tyto kombinace ve zbytku £len· nenásobit. V jednom
jediném £lenu je xn samotné. Z toho plyne rovnost:

Vn = xn · [1 + Vn−1] + Vn−1, (1)

coº m·ºeme pro objasn¥ní ilustrovat na V3:

V3 = x3 · [1 + (x1 + x2 + x1x2)] + (x1 + x2 + x1x2) = x3 · [1 + V2] + V2

Nyní si vytvo°me jednoduchou tabulku ur£ující paritu Vn vycházející z rovnice (1):

xn ∈ S xn ∈ L
Vn−1 ∈ S Vn ∈ S Vn ∈ L
Vn−1 ∈ L Vn ∈ L Vn ∈ L

kde S a L jsou po °ad¥ mnoºiny v²ech sudých a lichých p°irozených £ísel.

Z toho je jasn¥ vid¥t, ºe Vn bude sudé práv¥ tehdy, kdyº bude sudé xn i Vn−1. Indukcí pak jednodu²e
odvodíme, ºe sudá musí být v²echna xi. Jedinou vyhovující n-ticí je tedy

Xn = (2, 2, 2, . . . , 2).
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