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�e²ení Druhé Série

Úloha 1. Dopl¬te do tabulky £ísla 1 aº 64 (po°adí jedlík·) tak, aby se ºádné neopakovalo a kaºdá
dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla sousedila hranou. Najd¥te alespo¬ jedno vyhovující °e²ení.

Je jediné moºné °e²ení, a to následující:

Úloha 2. P°i klasické h°e kámen, n·ºky, papír se pouºívají t°i �zbran¥�. P°i jakých po£tech druh·
zbraní lze tato hra uskute£nit tak, aby ºádná zbra¬ nebyla zvýhodn¥na v·£i ostatním a p°i pouºití r·zných
zbraní ²lo vºdy rozhodnout o vít¥zi?

Aby ²la hra hrát, musí mít zápas mezi jakýmikoliv dv¥ma zbran¥mi jednozna£ného vít¥ze. Zárove¬
musí kaºdá zbra¬ mít stejný po£et t¥ch, co ji porazí a t¥ch, nad kterými vyhraje. Proto musí být
zbraní vºdy lichý po£et. Lichý po£et mínus ta jedna zbra¬ je sudý po£et, který jde rozd¥lit na polovinu
zbraní, co tu ur£itou zbra¬ porazí a polovinu, co ne. Tudíº tuto hru lze hrát se v²emi lichými po£ty
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zbraní, krom¥ 1. (Pozn. 1 se dá uznat jako °e²ení, a£koliv hra �kámen, kámen, kámen� má v reálném
ºivot¥ smysl pouze pokud cílem hrá£· je zabít £as.)

Úloha 3. Jestliºe je dnes 27. 5. úterý, jaký den bude za dva roky 29. 5., pokud je p°í²tí rok p°estupný?
(Pot°eba zd·vodnit, nesta£í °íct, ºe jsi se podíval do kalendá°e.)

365 + 366 + 2 ≡ 5 (mod 7). P¥t dní po úterku je ned¥le.

Úloha 4. M¥jme trojúhelník ABC, se st°edem kruºnice vepsané S. Dokaºte, ºe | ^ASB |= 90◦ +
1
2 | ^ACB |.

�e²ení dostaneme, kdyº si uv¥domíme, ºe st°ed kruºnice vepsané dostaneme jako pr·se£ík os úhl·
u jednotlivých vrchol·. Proto úhel ASB musí být roven 180◦ − |BAC|

2 − |ABC|
2 , Ale |BAC|

2 + |ABC|
2 =

(180◦−|ACB|)
2 = 90◦ − |ACB|

2 . Takºe |ASB| = 90◦ + |ACB|
2 .

Úloha 5. V jaké £íselné soustav¥ je následující rovnice?: 6 · 14 = 123 (V p°ípad¥, ºe nevíte, jak
vypadají jiné £íselné soustavy neº desítková, podívejte se na stránku matematika.cz/prevod)

Za základ soustavy dosadíme neznámou z. Potom máme rovnici (v desítkové soustav¥):

6(z + 4) = z2 + 2z + 3

z2 − 4z − 21 = 0

(z − 7)(z + 3) = 0

�íselné soustavy mohou mít jen p°irozený základ, vyhovuje tedy pouze z = 7. Rovnice je v sedmi£kové
soustav¥. P°evedeno do desítkové: 6 · 11 = 66

Úloha 6. Kolik existuje uspo°ádaných 2020-tic celých £ísel (x1, x2 . . . x2020) spl¬ujících

x1 + x2 + · · ·+ x2020 = 1

x1x2 . . . x2020 = p2019,

kde p je prvo£íslo v¥t²í neº 2.

Z druhé rovnosti vidíme, ºe existuje i ∈ N, 1 ≤ i ≥ 2020 takové, ºe xi = ±1, nebo´ je zde 2020
£initel·, ale pravou stranu si m·ºeme rozepsat nejvý²e na 2019 sou£in· p. Bez újmy na obecnosti
m·ºeme poloºit x2020 = ±1.
Nejprve uvaºme variantu x2020 = 1. Potom x1 + x2 + · · ·+ x2019 = 0. Protoºe p > 2, je p liché. Sou£et
lichého po£tu lichých £ísel je lichý, ale 0 je sudá, a tak nem·ºe existovat °e²ení.

Nakonec uvaºme x2020 = −1. Potom x1 + x2 + · · · + x2019 = 2. Op¥t na levé stran¥ je sou£et lichého
po£tu lichých £ísel, a tak neexistuje °e²ení.

Ani pro jeden z moºných neexistuje °e²ení, tudíº neexistuje °e²ení pro celou úlohu.
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Úloha 7. M¥jme krychli o rozm¥rech n×n×n jejíº kaºdý bod (vnit°ek i povrch) má práv¥ jednu ze 3
barev � £ervenou, zelenou, nebo modrou. Dokaºte, ºe a´ je krychle obarvena jakkoli, m·ºeme v ní vºdy
nalézt úse£ku o délce n, jejíº krajní body mají stejnou barvu. (Nápov¥da: Podívejte se na Dirichlet·v
princip. Hledejte £ty°st¥ny.)

Jelikoº má krychle délku strany n, jde v ní vºdy sestrojit i £ty°st¥n o délce strany n, a to nap°íklad
tak, ºe dva z jeho vrchol· jsou dv¥ma sousedními vrcholy krychle, t°etí vrchol leºí na stran¥ která
p°edchozí dva vrcholy obsahuje a £tvrtý vrchol leºí uvnit° krychle nad touto stranou (vý²ka takového
£ty°st¥nu je ur£it¥ men²í n, nebo´ vnit°ní úhly stran £ty°st¥nu jsou 60◦. Kaºdý z jeho 4 vrchol· musí
mít práv¥ jednu ze 3 barev, tedy dle Dirichletova principu existuje alespo¬ jedna barva, kterou mají
alespo¬ dva vrcholy. Tyto dva vrcholy pak nutn¥ tvo°í úse£ku o délce n. Jsme v cíli.
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