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�e²ení Druhé Série

Úloha 1. Jakým zp·sobem je pot°eba rozd¥lit velký £tverec na men²í £tverce a obdélníky tak, aby kaºdý
obdélník £i £tverec obsahoval práv¥ jedno takové £íslo, které ozna£uje po£et malých £tverc·, z nichº je
sám utvo°en?

Úloha má pouze jedno správné °e²ení, a to následující:

Úloha 2. Ukaºte, ºe existuje p°irozené £íslo, které se skládá pouze z jedni£ek a nul a je d¥litelné
2020. Úloha není programovací!

Sestavme si £ísla skládající se pouze z jedni£ek, £ili 1, 11, 111, .... Protoºe t¥chto £ísel je nekone£n¥
mnoho, ur£it¥ jsou zde alespo¬ dv¥ se stejným zbytkem po d¥lení 2020. Ode£tením t¥chto dvou £ísel
dostaneme £íslo z°ejm¥ se skládající pouze z 0 a 1 a zárove¬ víme, ºe je d¥litelné 2020. Jsou i jiná
°e²ení.
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Úloha 3. Zam¥stnanci farmy si rozd¥lovali peníze, co dostali od pana Funktora. Ten za kaºdou ze t°í
£inností dal dohromady n¥jakou £ástku pen¥z. Ur£i v²echny t°i £ástky, kdyº ví², ºe:

• Sle£na Varieta umyla polovinu nádobí, oloupala t°etinu brambor, posekala dv¥ p¥tiny zahrady a
dostala 142 K£.

• Franti²ek Komárek umyl taky polovinu nádobí, oloupal dv¥ t°etiny brambor, posekal polovinu
zahrady a dostal 195 K£.

• Maxmilián ud¥lal zbytek a dostal 13 K£.
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To znamená, ºe za zahradu pan Funktor dával 130 k£, tím pádem dostaneme dv¥ rovnice o dvou
neznamých:
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Po ode£tení t¥chto dvou rovnic dostaneme, ºe y
3 = 40, tedy y = 120 a z toho uº snadno dopo£ítáme,

ºe x je rovno 100.

Úloha 4. {[(9−�) ∗�]− (1−�)} : 5 +�−� = 7
Dopl¬te na vynechaná místa £ísla 1 aº 9 tak, aby se zde kaºdé vyskytovalo práv¥ jednou a zárove¬
platila rovnost.

M·ºeme zkou²et dosazovat na první volné místo postupn¥ r·zná £ísla a zejména díky d¥litelnosti
p¥ti nám poté vyplyne, jak by m¥l p°íklad pokra£ovat.

(((9− 3) ∗ 4)− (1− 2))/5 + 8− 6 = 7

Úloha 5. 718 má po d¥lení 100 zbytek n, ur£i £íslo n. Nesta£í vy£íslit, je pot°eba logické zd·vodn¥ní.

Kdyº se podíváme na prvních pár mocnin £ísla 7, v²imneme si, ºe se poslední dv¥ cifry po £ty°ech
mocninách opakují (07, 49, 43, 01). Je tomu tak proto, ºe na zm¥nu posledních dvou cifer v n¥jakém
násobku mají vliv práv¥ jen tyto dv¥ posledních cifry, nebo´ stovky uº desítky a jedni£ky neovlivní.
Tedy v²echno, co p°eleze do stovek, m·ºeme klidn¥ smazat. A jelikoº násobíme stále stejným £íslem,
nebo´ jde o mocniny sedmi£ky, dostaneme se do d°íve zmín¥né periody o délce 4. Nás zajímá zbytek
po d¥lení 100, coº není nic jiného, neº poslední dv¥ cifry £ísla, a máme tedy vyhráno. 18 má stejný
zbytek po d¥lení 4 jako 2 (18 je s 2 kongruentní modulo 4). Poslední dvoj£íslí bude tím pádem stejné
jako u druhé mocniny sedmi£ky, tedy 49.
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Úloha 6. Máme zadaný lichob¥ºník a jemu kruºnici opsanou. Víme, ºe del²í základna má délku 7,3,
n¥které z ramen 4,8 a vzdálenost vrcholu známého ramene, který zárove¬ není vrcholem známé základny
a st°edu kruºnice je 3,65. Ur£ete délky obou úhlop°í£ek lichob¥ºníku.

Lze-li lichob¥ºníku opsat kruºnice, musí být rovnoramenný. Lze to dokázat nap°íklad tak, ºe st°ed
kruºnice opsané musí leºet na pr·se£íku os stran. Vzhledem k tomu, ºe základny jsou rovnob¥ºné, i jejich
osy spolu budou rovnob¥ºné, tedy se protnou pouze v p°ípad¥, budou-li totoºné, coº nastane pouze
tehdy, bude li lichob¥ºník osov¥ soum¥rný podle této osy, coº spl¬uje jen rovnoramenný lichob¥ºník. Z
toho vyplývá, ºe ob¥ úhlop°í£ky jsou stejn¥ dlouhé. Dále vzhledem k tomu, ºe bod C (viz obrázek níºe)
je od st°edu kruºnice vzdálený stejn¥ jako je délka poloviny del²í základny, je tato základna zárove¬
pr·m¥rem kruºnice. Tato kruºnice je tedy Thaletovou kruºnicí nad pr·m¥rem AB, délku AC tedy
jednodu²e získáme pomocí Pythagorovy v¥ty:

AB2 −BC2 = AC2

7, 32 − 4, 82 = AC2

30, 25 = AC2

5, 5 = AC

Ob¥ úhlop°í£ky tedy mají 5,5.

Úloha 7. M¥jme tabulku se 3 × 3 poli. Dokaºte, ºe nejde zaplnit £ísly 1 � 9 tak, aby sou£et £ísel v
kaºdém °ádku, sloupci ani úhlop°í£ce (v£etn¥ vedlej²ích) nebyl d¥litelný 3.

Nejprve si nahra¤me v²echny na²e £ísla jejich zbytky po d¥lení 3. Tato informace je naprosto po-
sta£ující, nebo´ práv¥ ona ur£uje p°i sou£tu otázku d¥litelnosti. Dále si m·ºeme vytvo°it jednoduchou
sou£tovou tabulku.
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Z ní je jasn¥ patrné, ºe zbytky 1 a 2 jsou vzájemn¥ soum¥rné, tedy nic se nestane, kdyº je vzájemn¥
zam¥níme. Bude tedy lep²í, ozna£it si je A a B.

Za£n¥me vedlej²ími úhlop°í£kami. Ty tvo°í dohromady £tve°ici polí.

Umíst¥me do jednoho z nich zbytek 0. Pak v sousedním poli musí být A nebo B. Díky oné soum¥rnosti
si v²ak bez újmy na obecnosti m·ºeme °íci, ºe tam bude zbytek A. Na dal²ím poli sousedním s A nyní
m·ºe být bu¤ op¥t 0 nebo A. Ale na zbývajícím poli jiº m·ºe být op¥t jen A. Máme tedy prozatím 2
moºnosti.

Kdybychom na za£átku neumístili 0, ale A, je situace následující. Umístíme-li nyní 0 kamkoliv, do-
staneme n¥jakou ze situací p°edtím. Na v²ech ostatních polích tedy musí být op¥t jen A, ale to být
nem·ºe, protoºe máme k dispozici A jen 3. Máme tedy opravdu jen p°edchozí 2 moºnosti:

V první variant¥ musíme do st°edního pole umístit B, nebo´ 3A i 30 by daly 0. Nyní musíme do dvou
ze £ty° polí umístit 2B. Kdybychom je umístili naproti sob¥, vznikne úhlop°í£ka 3B, coº nejde. Musí
být tedy ve stejném °ádku / sloupci.

Nejprve je umíst¥me do spodního °ádku. Pak v horním °ádku musí být na jedné pozici 0 a na druhé
A. Ve sloupci, ve kterém bude 0 v²ak vznikne sou£et A + B + 0, tedy dostáváme spor. Umíst¥me
na²e 2B do pravého sloupce. Op¥t do levého sloupce musíme umístit jednou 0 a jednou A. Stejn¥ v²ak
v jednom z °ádk· vznikne op¥t sou£et A + B + 0, £ímº dostáváme spor. První variantu tedy máme
spln¥nou.

V druhé variant¥ musíme do st°edního pole umístit 0, protoºe A uº jsme vypot°ebovali a s B by vznikl
sou£et A + B + 0. Nyní tedy pot°ebujeme umístit do £ty° polí 3B a jednu 0. M·ºeme tedy °íci, ºe ve
dvou z okrajových °ádk· / sloupc· bude zárove¬ B i 0. Tím ale dostáváme spor, protoºe 3 z okrajových
°ádk· / sloupc· obsahují A, tedy v alespo¬ jednom bude A + B + 0.

Tím jsme dokázali, ºe skute£n¥ tabulku podle na²eho p°ání zaplnit nelze.
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