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�e²ení 5. série

Úloha 1. Máme p¥t karet s £ísly 3, 4, 5, 6 a 7. Pája si z nich vybrala t°i karty a Jája zbývající dv¥.
Ob¥ dívky vynásobili hodnoty svých karet. Sou£tem t¥chto dvou sou£in· je prvo£íslo. Ur£i sou£et hodnot
Pájiných karet.

Je celkem 10 moºností, jak si Jája s Pájou karty mohly rozebrat. Po£et moºností lze v²ak je²t¥ sníºit,
pokud si uv¥domíme, ºe prvo£íslo, které v na²em p°ípad¥ bude ur£it¥ v¥t²í neº 2, musí být liché. Liché
£íslo m·ºeme dostat pouze sou£tem sudého a lichého £ísla. Karty s £ísly 4 a 6 tedy musí být ve stejné
skupince, protoºe jinak by oba sou£iny a následn¥ jejich sou£et byly sudé. Dále musí být také £ísla
3 a 6 pospolu, protoºe jinak by oba sou£iny a následn¥ i jejich sou£et byly d¥litelné 3 a tudíº bychom
nedostali prvo£íslo. Zbyla nám tedy pouze jediná moºnost: 3 · 4 · 6 + 5 · 7 = 107.

Sou£et hodnot na Pájiných kartách je 3 + 4 + 6 = 13.

Úloha 2. Kotel, Maxmilián a jedna z p¥ti postav stáli na okraji kruhové mýtinky. Kotel s neznámou
postavou byly p°esn¥ naproti sob¥ a p°esn¥ uprost°ed mýtinky sed¥l pes. Jestliºe je úhel, který Maxmilián
svírá s kotlem a neznámou postavou roven sou£tu úhl· Maxmilián-kotel-postava a Maxmilián-postava-
kotel, sedí pes blíº ke kotli nebo k postav¥?

Vnit°ní úhly trojúhelníku u postav si ozna£íme α a β, úhel u psa γ. Máme tedy rovnici α + β = γ
a zárove¬ víme, ºe sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku je 180o (platí pro v²echny trojúhelníky). Kdyº
si za α + β dosadíme γ, dostaneme rovnici 2γ = 180o a tedy γ je 90o. Jelikoº postavy i pes jsou
na okraji louky, je louka opsaná kruºnice vytvo°enému pravoúhlému trojúhelníku, tedy Thaletova
kruºnice. Víme, ºe v tomto p°ípad¥ musí být st°ed kruºnice ve st°edu strany prot¥j²í k pravému úhlu
a tedy dv¥ postavy tvo°í pr·m¥r louky a jejich vzdálenost je tím pádem rovna 4 ·2 = 8 metr· (polom¥r
jsme zjistili ze vzdálenosti kotel/st°ed kruºnice a pes/bod kruºnice).

Úloha 3. V¥dci m¥li za úkol do oné lahvi£ky p°ipravit sm¥s hamónia a radikália. Do sm¥si dali 25
kuli£ek hamónia, p°i£emº 100 kuli£ek váºí 100 gram·. Radikálium m¥lo tvo°it 58% celkové hmotnosti
sm¥si a 100 kuli£ek radikália váºí 150 gram·. Kolik kuli£ek radikália dali v¥dci do sm¥si?

Nejd°íve si vypo£ítáme hmotnost hamónia, ze které díky znalosti podílu radikália ve sm¥si dopo£í-
táme hmotnost radikália. Nakonec jiº není problém ze zadaných informací dopo£ítat po£et pot°ebných
kuli£ek radikália.

Hmotnost hamónia:
mhamnium = 25 · 100

100
g = 25 g

Hmotnost radikália:
mradiklium =

25 · 58
100− 58

g =
1450

42
g =

725

21
g

Hledaný po£et kuli£ek radikália je:

nradiklium =
mradiklium

150
100

=
725

21
· 10
15

=
7250

315
= 23
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Úloha 4. Nebohé bezejmenné v¥dce ozna£me A, B, C a D. Po£et vte°in, které psovi trvaly, neº
jednotlivé uboºáky zmasakroval, ozna£me a, b, c a d. Ur£i, kolik vte°in trvala muka jednotlivých v¥dc·,
jestliºe platí:

5a− 5c+ 17b+ 13 = 500− d

4a+ 2c− 7d+ 60 = 0

2a− 38 = 100− c

5a− 28 = 300− d

Zadané rovnice si upravíme do následujících tvar·:

5a+ 17c− 5b+ d = 487

4a+ 2b− 7d = −60

2a+ b = 138

5a+ d = 328

Hodnotu d snadno vypo£teme z rozdílu druhé a dvojnásobku t°etí rovnice:

4a+ 2b− 7d− 2 · (2a+ b) = −336

d = 48

Hodnotu d = 48 dosadíme do £tvrté rovnice a získáme a:

5a+ 48 = 328

a = 56

Stejným zp·sobem dosadíme hodnotu a = 56 do t°etí rovnice a získáme b:

b+ 112 = 138

b = 26

A nakonec dosadíme a = 56; b = 26; d = 48 do první rovnice a získáme c = 17.

Zmasakrovat jednotlivé v¥dce tedy trvalo 17, 26, 48 a 56 vte°in.

Úloha 5. Kolik existuje trojciferných £ísel takových, ºe po odd¥lání jakékoliv cifry bude vzniklé £íslo
dávat po d¥lení t°emi zbytek 1?

Cifry £ísla si rozd¥líme do zbytkových skupin: 0, 1 a 2. V²echny cifry v na²em £ísle musí být ve stejné
zbytkové skupin¥, aby po odd¥lání jakékoliv cifry m¥lo furt £íslo stejný zbytek po d¥lení t°emi. A na²í
podmínce vyhovuje pouze trojice 222, jelikoº odd¥láme 2 a zbylé dv¥ £íslice budou po se£tení dávat
po d¥lení t°emi zbytek 1. Tím pádem vyhovují cifry 2, 5 a 8, tedy t°i moºnosti na míst¥ stovek, desítek
a jednotek. Takºe 3 · 3 · 3 moºností, coº je 27 moºností.
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Úloha 6. Kartá£ má tvar rovnoramenného trojúhelníku se ²pi£kou ve vrcholu, kde se setkávají jeho
ramena, svírající úhel 45o. Kartá£ má £erné a bílé ²t¥tiny. �erné zabírají plochu vepsaného £tverce, který
je znázorn¥n na obrázku a který má obsah 49cm2. Kolik cm2 zabírají £erné a bílé ²t¥tiny dohromady?

Zadaný trojúhelník si ozna£me následnujícím zp·sobem:

Nejprve ur£íme velikosti vnit°ních úhl· trojúhelníku ADG. Velikost úhl· p°i základn¥ AB je rovna
135
2 = 67, 5. Úhlop°í£ka £tverce d¥lí úhel p°i vrcholech na poloviny, tudíº |∠ADG| = 45o. Snadno
dopo£teme, ºe |∠AGD| = 180 − 67, 5 − 45 = 67, 5o. Trojúhelník ADG je rovnoramenný. Stejn¥ lze
ukázat, ºe trojúhelník DBE je rovnoramenný. Ramena zmín¥ných trojúhelník· mají délku rovnou
délce strany £tverce. Délka strany £tverce je

√
49 = 7 cm. Díky tomu zjistíme, ºe |AB| = 2 ·7 = 14 cm.

V následujícím kroku ukáºeme, ºe i trojúhelníky GCF a ECF jsou rovnoramenné. Dopo£tením do 180o

ur£íme |∠FGC| = 180− 67, 5− 90 = 22, 5o. Vý²ka na stranu AB p·lí úhel ∠GDE a prochází vrcholy
úhlop°í£ky £tverce (obrazec je symetrický podle vý²ky). Nyní vidíme, ºe trojúhelník GCF je rovnora-
menný, nebot' |∠GCF | = ∠GDE

2 = 22, 5o = |∠CGF |. Stejn¥ bychom ukázali, ºe trojúhelník ECF je
rovnoramenný.

Z p°edchozího zji²t¥ní dokáºeme stanovit délku vý²ky DC (délku úhlop°í£ky ur£íme pomocí Pythago-
rovy v¥ty):

|DC| = |DF |+ |FC| = |DF |+ |FG| = |FG|
√
2 + |FG| =

√
49 · (

√
2 + 1) = 7

√
2 + 7 cm

Celkový obsah trojúhelníku ABC je proto roven:

|AB| · |DC|
2

=
14 · 7(

√
2 + 1)

2
= 49 · (

√
2 + 1) cm2

�erné a bílé ²t¥tiny dohromady zabírají 49 · (
√
2 + 1) cm2.
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Úloha 7. Hlavní budova má 6 pater a schody na st°echu. Na pravé a levé stran¥ kaºdého patra
jsou schodi²t¥. Zárove¬ v budov¥ lze pouºít výtah. Kolika zp·soby se m·ºeme dostat z prvního patra
na st°echu, jestliºe výtahem musíme ujet alespo¬ jedno patro, p°i£emº rozli²ujeme pravé a levé schodi²t¥?
(nap°íklad pokud p·jdeme z prvního patra do t°etího nejprve pravým a pak levým, cesta nejprve levým
a aº potom pravým schodi²t¥m je odli²ná).

Místo toho, abychom po£ítali jednotlivé moºnosti z po£t· ujetých pater výtahem, ud¥láme to, ºe
spo£ítáme po£et v²ech moºností, jak se dostat do 7. patra z 1. patra a od tohoto £ísla ode£teme
moºnosti, kdy nepojedeme ani jednou výtahem.

Na kaºdém pat°e máme t°i moºnosti (pravé/levé schodi²t¥ a výtah). Celkový po£et zp·sob·, jak se do-
stat do posledního patra z na²í výchozí pozice, odpovídá tak SC = 36. Pokud nepojedeme ani jednou
výtahem, máme na výb¥r v kaºdém pat°e pouze dv¥ moºnosti, a tak po£et moºností bez výtahu je
S0 = 26.

�ádaná odpov¥d' na úlohu zní SC − S0 = 665 moºností.
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