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�e²ení 4. série

Úloha 1. Skupina danºr· stála v °adách. Od nejbliº²í °ady se sm¥rem do-
zadu po£et jednotlivých danºr· v °ad¥ zv¥t²oval. �ad bylo p¥t a po£ty v nich
tvo°ily aritmetickou posloupnost. Víme, ºe sou£et danºr· v prvních dvou °a-
dách je roven po£tu danºr· v poslední nejvzdálen¥j²í °ad¥ zmen²enému o 1.
Také práv¥ 2 dvojice po£t· danºr· v jedné °ad¥ se li²í o 12. Kolik danºr· je
v jednotlivých °adách?

Ozna£me nejmen²í po£et danºr· v jedné °ad¥ a a rozdíl k. Aritmetická po-
sloupnost bude ve tvaru a; a+k; a+2k; a+3k; a+4k. M·ºeme poté sestavit
rovnici:

a+ (a+ k) = a+ 4k − 1

Z ní snadno vyjád°íme rovnici: a = 3k − 1. Aby se práv¥ dv¥ dvojice li²ily,
musí se jednat o dvojice a, a+3k a a+k, a+4k. Dostáváme se tedy k rovnici
a+ 3k − a = 12, z níº snadno ur£íme k = 4. Dosadíme jej do první rovnice
a získáme a = 12− 1 = 11.

Poté snadno doplníme celou posloupnost: 11, 15, 19, 23, 27.

Úloha 2. Franti²ka nenapadl lep²í zp·sob, jak realizovat danºrovy p°ed-
stavy, neº vý°ivka ve tvaru pravidelného mnohoúhelníku. Velikost vnit°ních
úhl· by m¥la být 156o. Kolik danºr· se do takové vý°ivky vejde, jestliºe má
být v kaºdém rohu práv¥ jeden danºr?

Pro ur£ení o jaký mnohoúhelník se jedná m·ºeme pouºít následující rovnici:
180x−360

x = 156, kterou budeme dále upravovat.

180x− 360 = 156x

24x = 360

x = 15

Vý°ivka má tedy tvar patnáctiúhelníku, £ili se do ní vejde práv¥ 15 danºr·.
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Úloha 3. V klobouku se nachází 15 bílých kuli£ek a 18 £erných. Kaºdé
kolo vytáhnou ob¥ sestry po jedné kuli£ce. Pokud jsou kuli£ky stejné barvy,
nahradí je jednou £ernou, pokud vytáhnou dv¥ kuli£ky r·zné barvy, nahradí
je jednou bílou. Jaká barva zbyde v klobouku jako poslední?

Musíme si rozepsat v²echny zm¥ny, které mohou v klobouku nastat. Kdyº
vytáhneme:

• Dv¥ bílé � z klobouku ubydou dv¥ bílé (−2B) a p°ibude jedna £erná
(+1C)

• Dv¥ £erné - −2C + 1C = −1C

• Jednu £ernou a jednu bílou - −1B − 1C + 1B = −1C

Nyní si m·ºeme v²imnout dvou v¥cí, jeº ob¥ vedou ke správnému °e²ení.

M·ºeme si v²imnout, ºe jediná zm¥na co se m·ºe stát s po£tem bílých v klo-
bouku je, ºe se sníºí o dva. A vzhledem k tomu, ºe bílých je na za£átku 15,
tak se nem·ºe dostat do situace, ºe zbyde 0 bílých. P°i pouhém ode£ítání
dvojky se nem·ºe stát, ºe by se z lichého £ísla stalo sudé.

Druhá v¥c, které si m·ºeme v²imnout, je, ºe po£et £erných se m¥ní vºdy
o jedna. Tudíº po kaºdém vytahování se zm¥ní po£et £erných z lichého £ísla
na sudé a obrácen¥. Neº se dostaneme k poslední kuli£ce, budeme táhnout
celkem 32 krát, nebo´ máme 33 kuli£ek. A po 32 bude po£et £erných sudý,
tudíº tam nem·ºe zbýt jedna £erná kuli£ka.

Jako poslední v klobouku zbyde bílá kuli£ka.

Úloha 4. Zjisti, kolik je v²ech £ty°místných palindrom·, které jsou d¥li-
telné t°emi.

�íslo ve tvaru abba je d¥litelné 3, pokud je 2a+2b d¥litelné t°emi. A protoºe
násobení dv¥ma neovliv¬uje d¥litelnost t°emi, sta£í ov¥°ovat jestli 3 d¥lí a+b.

Abychom zjistili, kolik je dvojciferných £ísel d¥litelných 3, vyd¥lime se zbyt-
kem 100 a poté ode£teme zapo£ítaná jednociferná £ísla:

100 : 3− 10 : 3 = 30.

�ty°místných palindrom· je tedy 30.
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Úloha 5. Záhon porostlý mechem m¥l tvar £ty°úhelníku. V rozích tohoto
záhonu byly popo°ad¥ zaraºené ty£e - azurová, bílá, celkem zelená a duhová.
Uprost°ed mezi azurovou a bílou ty£i je zasazený malý kaktus a uprost°ed
mezi celkem zelenou a duhovou ty£í je zasazený velký kaktus. Od malého
kaktusu k celkem zelené ty£i vede rovná zavlaºovací roura, stejn¥ tak od vel-
kého kaktusu k bílé ty£i. V míst¥, kde se roury k°íºí, je malé paraplí£ko, které
ob¥ roury p·lí. Zárove¬ úhel, který paraplí£ko svírá s malým kaktusem a bí-
lou ty£í, je pravý. Malý kaktus, duhová ty£ a azurová ty£ tvo°í trojúhelník,
v jehoº pat¥ vý²ky na stranu azurová ty£-malý kaktus z vrcholu v duhové ty£i
náhodn¥ roste opu²t¥ná pampeli²ka. Vzdálenost mezi pampeli²kou a duhovou
ty£í je 5 metr· a vzdálenost mezi bílou a azurovou ty£í je 12 metr·. Jaký je
obsah tohoto p°ekrásného záhonu?

Zadaný záhod si ozna£me stejn¥ jako na následujícím obrázku:

Trojúhelníky S1BO,S1S2O,CS2O,CBO jsou shodné podle v¥ty sus. �ty°-
úhelník S1BCS2 je tak koso£tverec. Z toho dostáváme, ºe |S1B| = |S2C| =
|S1S2| = |BC| = 12 : 2 = 6 m. Dále, jelikoº S1BCS2 je koso£tverec, jsou
úse£ky S1B a S2C rovnob¥ºné, a tak i AB k CD. Vý²ka DP je zárove¬
vý²kou v trojúhelníku DS2S1 a v koso£tverci S1BCS2. Výsledný obsah S
tak spo£teme jako: S = SAS1D + SDS1S2 + SS1BCS2 = 6·5

2 + 6·5
2 + 6 · 5 = 60

m2.

Úloha 6. Píta má 2551500 semínek kantuelky zlaté. Pouºít chce v²echna
semínka a to práv¥ tak, aby záhony kantuelek byly stejn¥ velké £tverce, tzn.
vysadí kantuelky do °ad za sebe a po£et kantuelek v °ádku musí být stejný
jako po£et °ádk·. Kolika zp·soby m·ºe Píta semínka vysázet?

Po£et zp·sob· jak semínka vysázet, je vlastn¥ po£et d¥litel· 2551500, kte°í
jsou druhou mocninou n¥jakého p°irozeného £ísla.
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Nejprve 2551500 rozloºíme na prvo£ísla 2551500 = 7·5·5·5·3·3·3·3·3·3·2·2 =
7 ·53 ·36 ·22. Kdyº rozkládáme na prvo£ísla druhou mocninu, vºdy v rozkladu
dostaneme prvo£ísla pouze v sudých mocninách, nebo´ velikost mocnin se p°i
umocn¥ní na druhou s£ítá, nap° 14 = 2 · 7 a 14 · 14 = 2 · 7 · 2 · 7 = 22 · 72.
Tudíº nám sta£í zjistit po£et d¥litel· £ísla 2551500, pro které platí, ºe i jejich
druhá mocnina d¥lí 2551500. Tyto d¥litelé tudíº v sob¥ m·ºou mít pouze 5,
t°ikrát 3, a 2. Takºe po£et t¥chto d¥litel· je 2 · 4 · 2 = 16, nebo´ 5 m·ºeme
pouºít jednou nebo nulakrát (2 moºnosti), 3 jednou, dvakrát, t°ikrát nebo
nulakrát (4 moºnosti) a 1 m·ºeme téº pouºít jednou nebo nulakrát.

Píta m·ºe semínka vysázet 16 zp·soby.

Úloha 7. Nalezni v²echny trojice p°irozených £ísel (a, b, c), pro která platí
abc = 1365 a zárove¬ hodnota výrazu:

a
1
b +

1
c

je celo£íselná.

�ísla a, b, c jsou p°irozená, a jelikoº abc = 1365, musí být d¥liteli £ísla 1365,
jehoº rozklad na sou£in prvo£ísel odpovídá 1365 = 3 · 5 · 7 · 13. Zárove¬ je
d¥litelem £ísla 1365 i 1. V²imn¥me si, ºe jsou v²ichni d¥litelé lichá £ísla. Po-
sledn¥ jmenované vlastnosti totiº brzy vyuºijeme. Nyní pojd'me nahlédnout
na výraz v zadání a trochu si ho poupravme:

a
1
b +

1
c

=
a

b+c
bc

=
abc

b+ c
=

1365

b+ c

Hodnota b+ c bude vºdy sudé £íslo, nebot', jak bylo °e£eno, jsou £ísla a, b, c
lichá. �ádné sudé £íslo ale nem·ºe d¥lit 1365, jelikoº se jedná o liché £íslo.
Ke °stejnému výsledku bychom se propracovali i vyzkou²ením v²ech moº-
nýchch sou£t· b + c, nicmén¥ tento postup by byl pracn¥j²í a p°i vy²²ích
£íslech nepouºitelný.

Zadání nespl¬uje ºádná trojice (a, b, c).
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