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�e²ení 3. série

Úloha 1. Jája °íká: �Jsem nejstar²í.� Pája na to reaguje: �Nejsem ani nejmlad²í ani nejstar²í.�
Franti²ek povídá: �Nejsem nejmlad²í.� Maxmilián dopl¬uje: �Jsem nejmlad²í.� N¥kdo z nich lhal. Kdo
z nich to byl? Své tvrzení °ádn¥ zd·vodni.

Sta£í postupovat vylu£ovací metodou. Pokud by lhal Maxmilián, ostatní by museli mluvit pravdu
a nikdo by nebyl nejmlad²í, coº není moºné. Pokud by lhala Pája a ostatní by mluvili pravdu, byla by
Pája bu¤ nejmlad²í, nebo nejstar²í, takºe Maxmilián nebo Jája by také museli lhát, coº nelze. Pokud
by lhal Franti²ek a ostatní mluvili pravdu, byl by Franti²ek nejmlad²í a spolu s ním by musel také lhát
Maxmilián, coº také nelze. Lhát tedy musela Jája a snadno zjistíme, ºe tato moºnost v²em podmínkám
vyhovuje.

Úloha 2. Kv¥tiná£ s kaktusy má p°i pohledu seshora tvar rovnoramenného trojúhelníku, jehoº zá-
kladna se celá dotýká zdi pod oknem. Z rohu kv¥tiná£e, který se zdi nedotýká, jde rovn¥ okrasná stuha
aº po okraj kv¥tiná£e. Stejn¥ tak z jednoho ze zbylých dvou roh· kv¥tiná£e jde jiná stuha rovn¥ aº po okraj
kv¥tiná£e. Ob¥ stuhy p·lí úhly, které jsou v rozích, odkud stuhy vychází. V míst¥, kde se stuhy k°íºí,
je zapíchnutý okrasný ²pendlík. Do t°etího rohu, kde není ºádná stuha, chce dát Píta srdí£ko tak, aby
jeho cíp celý roh zapl¬oval. Jak velký úhel musí Píta cípu srdí£ka dát, jestliºe úhel naproti prázdnému
rohu, který svírají stuhy, je 120o?

Ozna£me si zadaný rovnoramenný trojúhelník jako ABC se základnou AB. Pr·se£ík os úhl· CAB
a BCA ozna£me P a pr·se£íky se stranami BC a AB v po°adí D a E. Velikost uhlu ^EPD je 120o.
Zjis´ujeme velikost úhlu ^ABC.

V rovnoramenném trojúhelníku je osa úhlu naproti podstav¥ zárove¬ vý²kou. Proto |^AEC| = 90o.
Dal²í úhly dopo£teme následovn¥:

|^APE| = 180o − 120o = 60o

|^PAE| = 180o − |^APE| − |^PEA| = 30o

|^PAC| = |^PAE| = 30o

|^CAB| = 60o = |^ABC|

Velikost úhlu ^ABC je tedy 60o.
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Úloha 3. Nalezni v²echna trojciferná £ísla, která jsou st°edov¥ soum¥rná, bráno napsané digitáln¥
(nap°íklad 202), a zárove¬ jsou d¥litelná devíti.

Nejprve si najdeme v²echna cifry, které m·ºeme pouºít, aby bylo £íslo st°edov¥ soum¥rné. Coº je
1, 2, 5, 6, 8 a 9. Te¤ si jednodu²e rozepi²me jednotlivé moºností. Za£neme moºností, ºe hledané £íslo
za£íná 1, tudíº musí i kon£it na 1. Sou£et t¥chto £ísel je 1+ 1 = 2. Jelikoº má být £íslo d¥litelné devíti
musí být i ciferný sou£et d¥litelný devíti, proto bude prost°ední £íslo 9 − 2 = 7. �íslo 7 ov²em není
st°edov¥ soum¥rné.

U dal²ích moºností budeme postupovat obdobn¥:

• �íslo bude za£ínat i kon£it 2. Prost°ední cifra bude 9 − 4 = 5, která st°edov¥ soum¥rná je ⇒
jedno z hledaných £ísel je 252.

• �íslo bude za£ínat i kon£it 5. Prost°ední cifra tedy musí být 18 − 10 = 8, která je st°edov¥
soum¥rná ⇒ jedno z hledaných £ísel je 585.

• �íslo bude za£ínat 6 a kon£it 9. Prost°ední cifra tedy musí být 18− 15 = 3, která není st°edov¥
soum¥rná.

• �íslo bude za£ínat i kon£it 8. Prost°ední cifra bude 18 − 16 = 2, která je st°edov¥ soum¥rná ⇒
jedno hledaných £ísel je 828.

• �íslo bude za£ínat 9 a kon£it 6. Prost°ední cifra tedy musí být 18-15=3, která není st°edov¥
soum¥rná, takºe to nelze.

Úloha má tedy t°i °e²ení 252, 585 a 828.

Úloha 4. K·rovníci ve skupin¥, kterou Píta ozna£il £íslem II, tvo°í 6
5 k·rovník· ze skupiny I.

K·rovník· ze skupiny ozna£enou £íslem III je o 12 mí¬ neº k·rovník· ve skupin¥ II. Pro jednu
ze skupin platí, ºe pokud vyndáme takový po£et k·rovník· abychom m¥li jistotu, ºe mezi nimi budou t°i
k·rovníci s tímto stupn¥m onemocn¥ní, zbude v ohrad¥ 12 k·rovník·. Zjisti, o který stupe¬ onemocn¥ní
jde, víte-li, ºe zcela zdravých k·rovník· je víc neº ob£asn¥ problémových a nejvíc je k·rovník· s nejvy²²ím
stupn¥m nemoci.

K·rovník· hledané skupiny je 15, protoºe abychom m¥li jistotu, ºe vyndáme t°i k·rovníky této skupiny,
musíme nejprve vynadat v²echny ostatní k·rovníky s jiným stupn¥m onemocn¥ní, a potom je²t¥ dal²í
t°i. Tento po£et ur£it¥ nem·ºou tvo°it k·rovníci skupin II a III, protoºe ty musí být nutn¥ d¥litelné
²esti a to patnáct není.

Hledanou skupinou onemocn¥ní je tedy I.
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Úloha 5. Ohrada k·rovník· má tvar lichob¥ºníku. Jája s Pájou natahovaly lana spojující st°edy dvou
sousedních stran ohrady, kde následn¥ zatlu£ou d°ev¥ná prkna, zatímco Franti²ek hlídal k·rovníky. Do-
kaº, ºe vzniklý prostor ohrani£ený lany je rovnob¥ºník.

Zadaný lichob¥ºník si ozna£me stejn¥ jako na následujícím obrázku:

Úse£ka HG je st°ední p°í£kou trojúhelníku ACD, a proto musí být rovnob¥ºná s AC. Úse£ka EF je
st°ední p°í£kou trojúhelníku ABC, a proto musí být také rovnob¥ºná s AC, tudíº je HG rovnob¥ºná
s EF .

Úse£ka GF je st°ední p°í£kou trojúhelníku DBC, a proto musí být rovnob¥ºná s DB. Úse£ka HE je
st°ední p°í£kou trojúhelníku ABD, a proto musí být také rovnob¥ºná s DB, tudíº je GF rovnob¥ºná
s HE. Takºe je EFGH rovnob¥ºník.

Úloha 6. A pak vyberte tu �a²ku, která má na sob¥ stejné £íslo, jako je poslední cifra sou£tu druhých
mocnin prvních 123 p°irozených £ísel. Fla²ku s jakým £íslem nakonec otev°eli?

Druhé mocniny p°irozených £ísel kon£í na jednu z deseti existujících cifer, které se pravideln¥ opakují.
Sta£í si zjistit, na které cifry budou kon£it druhé mocniny jednociferných £ísel. Zjistíme, ºe sou£et
v²ech posledních cifer druhých mocnin je 45. Tento sou£et bude dávat kaºdých deset ze s£ítaných £ísel.
Výnásobíme jej tedy dvanácti (120 : 10 = 12) a p°i£teme zbylé poslední cifry mocnin £ísel 1, 2, 3, které
mají v sou£tu 14. Celkem tedy 45 · 12 + 14 = 554. Jelikoº je zde poslední cifra 4, bude i poslední cifra
sou£tu druhých mocnin prvních 123 p°irozených £ísel 4.

Úloha 7. Zajímavostí séra je, ºe sou£et d¥litel· £ísla udávajícího po£et ingrediencí je zárove¬ £íslo
zna£ící po£et mililitr· séra, které z t¥chto ingrediencí je. Zam¥stnanci zatím vyrobili 13740 ml séra
a pouºili lichý po£et ingrediencí, který není d¥litelný t°emi. Kolik ml séra cht¥jí získat, jestliºe pot°ebují
t°ikrát tolik ingrediencí?

Úloha se m·ºe jevit na první pohled sloºit¥. Ov²em sta£í si uv¥domit, ºe jelikoº zadaný po£et ingrediencí
není d¥litelný 3 bude platit, ºe d¥litelé t°ikrát v¥t²ího £ísla budou ty samá £ísla jako u p·vodního
(o nichº víme, ºe jejich sou£et je 13740) plus £ísla 3 krát v¥t²í (jejich sou£et tedy musí být 13740 · 3).

Hledaný po£et ml séra tedy je 13740 + 3 · 13740 = 54960.
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Úloha 7. z 1. série Sestry si cht¥ly zahrát pi²kvorky, ale ty klasické se jim zdály moc nudné. Proto
se rozhodly hrát speciální trojúhelníkové pi²kvorky. Pravidla jsou tém¥° stejná jako u normálních pi²kvo-
rek, nehrají se v²ak na £tvercové síti, ale na nekone£né trojúhelníkové plo²e. Vyhrává ta sestra, které
se jako první poda°í ud¥lat ze svých symbol· trojúhelník o stran¥ 2. Pája má trochu strach, ºe bude
ve velké nevýhod¥, protoºe Jája za£íná. Pomozte Páje rozhodnout, zda má remizovací strategii. remizo-
vací strategie znamená, ºe Pája m·ºe hrát tak, aby Jája nevyhrála, a´ uº bude hrát jakkoli dob°e. Pokud
strategie existuje, tak ji Páje popi²te a vysv¥tlete, pro£ je tato strategie opravdu remizovací. V opa£ném
p°ípad¥ dokaºte, ºe remizovací strategie neexistuje.

Ano, remízovací strategie skute£n¥ existuje. A není ani nijak sloºitá. Páje sta£í, aby ve svém tahu vºdy
doplnila trojúhelník podle osy k trojúhelníku práv¥ poloºenému Jájou. Tímto zp·sobem se Jáje nikdy
poºadovaný trojúhelník nepoda°í sloºit a hra vºdy skon£í remízou.
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