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�e²ení 2. série

Úloha 1. Pro vylé£ení pacienta otráveného jedem je nutné p°ipravit lék, ve kterém je obsaºen protijed,
ale i samotný jed. Pokud je smíchán díl jedu se stejným dílem protijedu, vzniklá sm¥s není lé£ivá ani
otrávená. Otrava jedem m·ºe dosáhnout r·zných stup¬· podle mnoºství poºitého jedu a hmotnosti ot-
ráveného pacienta. Jednotlivé léky pro jednotlivé stupn¥ otravy obsahují r·zné pom¥ry mezi obsaºenými
díly jedu a protijedu. Recepty pro léky na n¥které stupn¥ otravy m·ºe² nalézt v této tabulce:

Stupe¬ otravy Po£et díl· protijedu Po£et díl· jedu
1 3 1
2 9 1
3 27 1
4 81 1

Jak bys p°ipravil lék pro pacienta se sedmým stupn¥m otravy?

Po£et díl· protijedu obsaºeného v léku je vºdy n-tou mocninou £ísla 3, kdy n se shoduje se stupn¥m
otravy. Lék pro vylé£ení pacienta se sedmým stupn¥m otravy by tedy musel obsahovat 37 = 2187 díl·
protijedu a 1 díl jedu.

Úloha 2. Stará seka£ka poseká trávník za 20 hodin. Dohromady s novou ho ob¥ seka£ky posekají
za 4 hodiny. Jak dlouho bude trávník sekat pouze nová seka£ka?

Stará seka£ka: celá práce za 20 h . . . . . . za 1 h 1
20 práce

Nová seka£ka: celá práce za x h . . . . . . za 1 h 1
x práce

Víme, ºe za 4 hodiny mají ob¥ seka£ky celý trávník posekaný:

4

20
+

4

x
= 1

4x+ 80 = 20x

80 = 16x

x = 5

Nová seka£ka trávník pose£e za 5 hodin.
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Úloha 3. Tabulku vypl¬ £ísly 1-4 tak, aby se dala rozd¥lit na L tetromina s jedni£kou naho°e a pak
s ostatními £ísly, které jsou dol· vzestupn¥ 1-4. Tento tvar je moºné libovoln¥ otá£et i p°ekláp¥t.

1
2
3 4

3 1

2
2 1 2

2
2 2

2 4 1
3

Vidíme, ºe pro £íslo 2 musí být dv¥ vedlej²í pole volná. Pokud budeme uvaºovat o tom, kde m·ºe být
4 v závislosti na 2 a 3, m·ºeme hned vyplnit následující pole:

8 1 2 3 1
7 4 3 4 2
6 2 4 3
5 2 1 2 1 4 3
4 3 4 4 3 2
3 2 1 2 1
2 1 2 4 1 4
1 4 3 1 2 3

a b c d e f g h

Dále si pro lep²í orientaci ozna£me jednotlivá pole stejn¥ jako na klasické ²achovnici. Vidíme, ºe na poli
f2 musí být 4, kv·li L tvaru tetromina. �íslo 4 m·ºeme doplnit i na pole e2. Poté vidíme, ºe na polích
d2 a c2 musí být po °ad¥ 4 a 3; 2 a 1 z doplného tetromina také doplníme. Na polích d4 a e4 poté
nesmí být nic jiného neº 4 a 3; 1 do tvaru doplníme. Na poli d5 je poté 1 a proto na b5 je 2.

Na zbylá pole tabulky nyní budeme jednozna£n¥ dopl¬ovat dal²í tetromina, dokud tabulku celou ne-
vyplníme. Vypln¥ná tabulka vypadá takto:

8 1 3 2 1 1 2 3 1
7 2 4 4 3 4 3 4 2
6 3 4 4 2 1 2 4 3
5 1 2 3 1 2 1 4 3
4 3 4 1 4 3 4 3 2
3 2 1 2 1 2 3 2 1
2 1 2 3 4 4 4 1 4
1 4 3 1 2 3 1 2 3

a b c d e f g h
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Úloha 4. Nena£atá kostka sýra tvaru krychle o hran¥ 21 cm má po vn¥j²í stran¥ tvrdý okraj. Sle£na
Varieta sýr krájí na men²í krychli£ky o hran¥ 3 cm a na jednohubky pouºije v²echen sýr. Kolik procent
takových sýrových krychli£ek na sob¥ nemá tvrdý okraj?

Celkový po£et kychli£ek je 7 · 7 · 7 = 343. Bez tvrdého okraje je 5 · 5 · 5 = 125 krychli£ek. Sýrových
krychli£ek bez tvrdého okraje je tedy 125

343 · 100 = 36, 44%.

Úloha 5. Papír formátu A4 má p°ibliºné rozm¥ry 30 x 21 cm. Na základ¥ t¥chto údaj· ur£i povrch
papírové lo¤ky, která z n¥j lze sloºit. Za povrch povaºujeme vn¥j²í i vnit°ní £ást lodi. Ve²keré p°ebyte£né
�kapsy� a otvory vzniklé kv·li p°ehýbání nezapo£ítávej. Za lo¤ku se povaºuje ta, která vzniká úpravou
ve£erní£kové £epi£ky, nikoliv parník.

P°i poskládání lo¤ky zjistíme, ºe je tvo°ena z 16 shodných pravoúhlých trojúhelník· (pokud °e²itel
nepo£ítá vnit°ní stranu plachty, tak pouze 14), tudíº sta£í vypo£ítat jejich obsah. P°i postupném
skládání zjistíme, ºe ze stejných trojúhelník· je tvo°ena i mezikroková papírová £epice. Vzhledem
k tomu, ºe p°i dokonalém sloºení mají být trojúhelníky rovnoramenné, budou mít délku p°epony
10, 5 cm (p°i jednom kroku se papír p°eloºí p°es krat²í stranu na p·l). Nyní sta£í dopo£ítat pomocí
Pythagorovy v¥ty odv¥sny:

x2 + x2 = 10, 52

2x2 = 110, 25

x2 = 55, 125

Víc není pot°eba po£ítat, protoºe obsah trojúhelníku bude x·x
2 = x2

2 . Povrch papírové lo¤ky tedy je:

S =
x2

2
· 16 = x2 · 8 = 55, 125 · 8 = 441 cm2

Úloha 6. Nech´ M je mnoºina n¥kolika p°irozených £ísel, které nemají v dekadickém zápisu nulovou
cifru. Pro libovolná dv¥ £ísla z M platí, ºe jejich sou£et je d¥litelný 9 a zárove¬ ciferný sou£et kaºdého
£ísla z M je men²í nebo roven 5. Ur£ete nejv¥t²í moºný po£et prvk· mnoºiny M .

Vezm¥me si libovolnou dvojici £ísel z M a pojmenujme je a a b. Dále °íkejme, ºe s(x) je ciferný sou£et
p°irozeného £ísla x. V²imn¥me si, ºe s(a) + s(b) ≤ 5 + 5 = 10. Pro£? Pokud a 6= b 6= 5, tak díky
tomu, ºe nemají v dekadickém zápisu 0, nem·ºe být ºádná cifra v dvojciferných a víceciferných £íslech
v¥t²í neº 4, a tak nem·ºe dojít k p°epo£tu. Protoºe je a + b d¥litelné 9, musí vzhledem k podmínce
s(a + b) ≤ 10 platit s(a + b) = 9. To si m·ºeme, jak jiº bylo vysv¥tleno, p°epsat na s(a) + s(b) = 9.
Protoºe s(a), s(b) ≤ 5, musí nastat pouze moºnost s(a) = 5 a s(b) = 4 nebo s(a) = 4 a s(b) = 5.
Snadno nalezneme taková £ísla a, b tuto rovnost spl¬ující. Ur£it¥ tedy existuje mnoºina M s dv¥ma
prvky. Na volb¥ nezávisí, a tak si zvolme moºnost s(a) = 5 a s(b) = 4.

Dále uvaºujme, ºe v mnoºin¥ je dal²í prvek, nap°íklad c. Pak navíc získáváme sou£ty (a+ c) a (b+ c)
d¥litelné 9. Podobn¥ musí platit s(c) = 5, nebo s(c) = 4. Pokud s(c) = 4, pak sou£et s(b + c) =
s(b) + s(c) = 8, av²ak 8 není d¥litelné 9. Nem·ºeme proto v mnoºin¥ M uváºit ºádný dal²í prvek.

Mnoºina M m·ºe mít nejvý²e 2 prvky.
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Úloha 7. Jaký je sou£in reálných £ísel a a b, který se nerovná 0, jestliºe se a nerovná −b a platí
1
a + 1

b = a+ b?

Rovnici vynásobíme ab:
b+ a = aab+ bba

Ode£teme aab+ bba:
b− bba+ a− aab = 0

b(1− ab) + a(1− ab) = 0

(1− ab)(a+ b) = 0

Jelikoº a se nem·ºe rovnat −b, tak (a+b) nem·ºe být 0. Proto (1−ab) je ur£it¥ 0 a tím pádem ab = 1.
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