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Reseni Paté Série

Uloha 1. Béhem profesorova méieni unikala antihmota celkem sedmkrdt. Zajimavé bylo, Ze pokud
byl dinik zaznamendn dopoledne, odpoledne tentyz den wZ Zddny detekovdn nebyl. Stejné tak, pokud
antihmota unikala odpoledne, dopoledne téhoz dne byl zdroj neaktivni. Uniky byly zaznamendny nejugse
jednou denné. Celkem bylo zaznamendno 5 dopolednich aktivit a 6 odpolednich aktivit. Urcete nejmenst
pocet dni, které mohlo profesorovo méfent trvat.

U této tlohy se vam musime velice omluvit, jelikoz zad4ni bylo tplné celé spatné. Ulohu jsem tedy
bodoval tak, ze pokud jste se pokusili popasovat s kompletnim zadanim, tak jste dostali 5 bodt a pokud
jste si z n&j vybrali jen ¢ast, ktera se vam libila, tak jsem dal jen 3 body (p¥iglo mi nespravedlivé dat
viem 5, kdyz urcité nékteii z vas ulohu nefesili pravé proto, ze nedavala smysl). Pro zajimavost uvedu
spravné zadani dlohy:

Profesor méfil iniky antihmoty. Uniky méfil nékolik dni v fadé vizdy dopoledne a odpoledne a tinik byl

zaznamenan vzdy nejvyse jednou denné. Béhem méfeni antihmota unikla celkem sedmkrat, zajimaveé
bylo, ze pokud dnik namétil dopoledne, tak odpoledne naméfen nebyl a naopak pokud tnik namétil
odpoledne, tak dopoledne naméfen nebyl. Navic bylo alespoit 5 dopoledni a alespofi 6 odpoledni, kdy
profesor tnik nenaméril. Urcete nejmensi pocet dni, které mohlo méfeni trvat.

Uloha 2. SARA se rozhodla, Ze si pro jistotu zapamatuje, jak dlouhy by musel bijt predmét, ktery
by primo zapadl do diry. Kvddr md rozméry a = 8 cm, b =9 cm, ¢ = 12 ecm. Jak je dlouhd télesovd
thlopiicka (spojnice nékterych dvou nejvzddlenéjsich vrcholi) tohoto kvddru?

Télesova tthlopticka nenf nic jiného nez pirepona pravotuhlého trojihelniku, jehoz odvésny jsou tvofeny

jednou sténovou thlopfickou a jednou hranou kvadru. Télesova thlopficka lze tedy spoéitat pomoci
dvou vypocti vyuzitim Pythagorovy véty. Zde je uvedena jedna z moznosti cesty ke spravnému vy-
sledku:

Spocitame si délku sténové thlopiicky prochéazejici sténou, kterd ma délky hran b =9 ¢cm a ¢ = 12 cm:

Us = Vb2 + 2 = /92 + 122 = /81 + 144 = /225 = 15.

Vypocitanad thlopficka us = 15 c¢cm spolu s hranou kvadru a = 8 cm jsou odvésny pravouhlého
trojihelniku, jehoZ preponou je télesové thlopricka kvadru. Tu jsme nyni schopni spoditat:

u = \/u + a2 = V152 + 82 = /225 + 64 = /289 = 17.

Délka télesové ahlopiicky je tedy 17 cm.

Uloha 3. Jako a oznacme cislo, které predstavuje symbol smrti, a jako b oznacme ¢islo, které predsta-
vuje symbol Zivota. Aby se takové dva symboly vyrusily, musi platit, Ze a+b =1 a zdroven a-b = —30.
Najdéte vSechny uspotddané dvojice celijch ¢isel a, b takové, aby splniovaly tyto rovnice.

Zacnéme rovnici ab = —30. Protoze soucin ¢&fsel a, b je zadporny, musi byt zdporny pravé jeden z ¢i-
niteli. Zaroven také vime, ze jsou éisla a,b celad. Na zékladé téchto poznatkt si vypiSeme vechny
vyhovujici (neuspofadané, jelikoZ neznamé a a b miZeme v rovnicich libovolné zaménit) dvojice:
(a,b) € {(—1,30), (1,-30),(-2,15), (2, —15), (-3,10), (3,—10), (5, —6), (—5,6) }.

Aby néktera z téchto dvojic byla FeSenim soustavy, musi vyhovovat také rovnici a + b = 1. Tomu
odpovidaji pouze dvojice (=5,6) a (6, —5). Tim dostavame — zohlednime-li pofadi a a b — ¢tyfi mozna
feSeni: a = —-5,b=6,a=5b=—-6,a=—-6,b=5,a=6,b= —b.
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Uloha 4. Pro zruseni spoutdvajictho kouzla potiebuje SARA jednu z uspoiddangjch trojic prvocisel
(p,q,7), pro které plati, Ze p+q = r%, r+p = ¢* a také q+r = p*. Najdéte vsechny takovéto usporddané
trojice, které musi SARA vyzkouset.

Predpokladejme, Zze prvoéisla p, g, r jsou viechna licha. Pak soucet p + ¢ je sudy, ale ¢? je lichy, tedy
se nemohou rovnat, coz je ve sporu se zadanim.

Dale predpokladejme, ze pravé jedno z prvocisel je sudé, tedy je to dvojka. Nezdlezi na tom, které
si zvolime, soustava je totiz tzv. symetrickd: pokud bychom neznamé libovolné ,popiehazeli* (napf.
dosadili ¢ za p, r za q a p za r), dostali bychom stejné tii rovnice. Bez jmy na obecnosti tedy polozme
p = 2. Potom g + r = 4, ale jelikoZ g, r jsou obé licha, musi platit ¢ > 3 ar > 3, a protog+1r > 6
a zéroveil ¢ + r = 4, coz neni mozné.

Vidime tedy, Ze alespont dvé z prvocisel jsou rovna dvéma, bez jmy na obecnosti polozme p = q¢ = 2.
Pak ale 72 = p+ ¢ = 4, tedy i = 2. Po zkousce vidime, Ze jedinym vyhovujicim FeSenim je opravdu
p = q =Tr = 2.

Uloha 5. Oznac¢me magickou bariéru jako piimku p a start a cil teleportace jako body A, B lezici
v opacnich polorovindch vymezengch touto primkou. Najdéte takovy bod P leZici na pFimce p, aby
velikost whlu APX byla rovna velikosti ihlu BPX, kde X je libovolnij bod na piimce p. Urcete postup
konstrukce Fesent, kdyz plati, Ze vzddlenosti A od pFimky p a B od pFimky p jsou rizné.

Pokud ma pro libovolny bod X na p¥imce p platit, ze |[{ APX| = |£ BPX]|, tak to znamend, Ze piimka

p je osou ihlu APB. Pro osu tthlu obecné plati, Ze pokud podle ni v osové soumérnosti zobrazime jedno
rameno uhlu, tak dostaneme to druhé. Tedy pokud oznacime B’ obraz bodu B v osové soumérnosti
podle p¥imky p, tak musi leZet na piimce AP, tedy body A, P a B’ lezi na jedné piimce. Ale bod
B’ zvladneme sestrojit, na to nam staci sestrojit obraz bodu B v osové soumérnosti podle pfimky p.
Sestrojime-li tedy piimku AB’, hledany bod P bude prise¢ikem piimek p a AB’.

Uloha 6. M¢jme 3 komdii klonové vojdky (to znamend, Ze jsou naprosto identicti a nedokdZeme
je odligit). Komdii bojovnici jdou vidy do bitvy v kompletni zbroji sloZené z helmy, hrudniho pldtu
a ochrany na k¥idla. Pokud mdme k dispozici T rizngch helem, 8 rizngch hrudnich pldti a 10 rizngch
ochran na kridla, kolika zpisoby miZeme vystrojit vSechny komdri bojovniky a vybrat z nich jednoho
velitele? (Dvé takto vytvotené skupiny povaZujeme za rizné, pokud maji velitelé aspoti jeden odlisniy

kus uniformy nebo se dvojice zbylijch bojovniki 1isi aspori v jednom kusu uniformy.)

Nejdiive urceme, kolika zptisoby mizeme vybrat 3 rizné helmy. Na prvni pozici mtizeme vybrat jednu
ze 7 helem, na druhou pozici jednu ze zbyvajicich 6 a na tfeti pozici jednu ze zbyvajicich 5. Celkem
tedy bude 7-6-5 zptisobi. Takto oviem pocitdme vybér helem ABC i vybér C BA, pfestoze oba vybéry
obsahuji stejné helmy. Pocet usporadani konkrétni trojce helem je 6 (ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA) takze celkovy pocet riiznych vybér 3 helem ze 7 je % =7-5=35.

Pro kazdou trojici helem dale vyberme hrudni platy. Pro prvni helmu miZeme vybrat z 8 hrudnich
platt, pro druhy ze 7 hrudnich plata a pro tfeti z 6 hrudnich platd a proto bude pro jednu trojici helem
8 -7 -6 = 336 ruznych vybéra hrudnich plata (jiz nedélime 6, protoze nam zalezi na poradi plata —
pfifazujeme je k riznym helmam). Obdobné vybereme 10-9-8 = 720 zptsoby pro kazdou trojici helem
a hrudnich platd jednu trojici ochran na kiidla. Ve vysledku tedy existuje 35 - 336 - 720 = 8647200
ruznych kombinaci uniforem pro tfi komary. Pro kazdou trojici uniforem navic miizeme vybrat jednu ze
t¥1, kterd bude pro velitele. Proto bude celkovy pocet rtiznych bojovych skupin 8647200-3 = 25401600.

Uloha 7. Necht pro dvé kladnd redlnd cisla plati a + b = 1. Najdéte nejmensi hodnotu vyjrazu é—i— %.

Ulohu Ize fegit mnoha zptisoby. Uvedu zde dva, prvni je moje autorské fefeni a druhy je (mirné
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modifikovany) postup Migi Halastové, ktery se mi velmi libil a patiil k jednomu z velmi mala zcela
spravnych FeSeni.

Pront postup. Zkoumany vyraz si upravime nésledujicim zptisobem:

1 1 a b
-+ -=(-+)1=(-+)a+b)=2+ -+ —.
(C+p) 1=G+3)e+h) =247+
Jisté pro libovolna kladna realna ¢isla a,b plati nerovnost (a — b)? > 0. Upravou tohoto vztahu
dostavame nerovnost a? + b > 2ab. JelikoZ ab je kladné realné ¢islo, miizeme jim nerovnost vydélit
2 2
a dostavame o + % > 2, po zkréaceni § + g > 2. Dohromady s piedchozim tedy % + % =2+7+ g >
242 =4, coz je tedy hledana nejmensi hodnota, které je moznost dosdhnout pii volbé a =b = %
Druhy postup. Zkoumany vyraz si upravime nasledujicim zpasobem:

a+b 1

ab ab’

S| =

1
=+
a

Minimalizovat hodnotu vyrazu i znamend totéz jako maximalizovat hodnotu vyrazu ab. Jelikoz

a+b =1, miZeme psat a = 3 +ea b= 1 —e pro vhodné realné ¢slo e. Potom tedy ab = (5 +¢€)(3 —¢) =

i —e2 < i. Pak vsak % >4 a to je tedy hledani nejmengi hodnota.



