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�e²ení Páté Série

Úloha 1. B¥hem profesorova m¥°ení unikala antihmota celkem sedmkrát. Zajímavé bylo, ºe pokud
byl únik zaznamenán dopoledne, odpoledne tentýº den uº ºádný detekován nebyl. Stejn¥ tak, pokud
antihmota unikala odpoledne, dopoledne téhoº dne byl zdroj neaktivní. Úniky byly zaznamenány nejvý²e
jednou denn¥. Celkem bylo zaznamenáno 5 dopoledních aktivit a 6 odpoledních aktivit. Ur£ete nejmen²í
po£et dní, které mohlo profesorovo m¥°ení trvat.

U této úlohy se vám musíme velice omluvit, jelikoº zadání bylo úpln¥ celé ²patn¥. Úlohu jsem tedy
bodoval tak, ºe pokud jste se pokusili popasovat s kompletním zadáním, tak jste dostali 5 bod· a pokud
jste si z n¥j vybrali jen £ást, která se vám líbila, tak jsem dal jen 3 body (p°i²lo mi nespravedlivé dát
v²em 5, kdyº ur£it¥ n¥kte°í z vás úlohu ne°e²ili práv¥ proto, ºe nedávala smysl). Pro zajímavost uvedu
správné zadání úlohy:

Profesor m¥°il úniky antihmoty. Úniky m¥°il n¥kolik dní v °ad¥ vºdy dopoledne a odpoledne a únik byl
zaznamenán vºdy nejvý²e jednou denn¥. B¥hem m¥°ení antihmota unikla celkem sedmkrát, zajímavé
bylo, ºe pokud únik nam¥°il dopoledne, tak odpoledne nam¥°en nebyl a naopak pokud únik nam¥°il
odpoledne, tak dopoledne nam¥°en nebyl. Navíc bylo alespo¬ 5 dopolední a alespo¬ 6 odpolední, kdy
profesor únik nenam¥°il. Ur£ete nejmen²í po£et dní, které mohlo m¥°ení trvat.

Úloha 2. SARA se rozhodla, ºe si pro jistotu zapamatuje, jak dlouhý by musel být p°edm¥t, který
by p°ímo zapadl do díry. Kvádr má rozm¥ry a = 8 cm, b = 9 cm, c = 12 cm. Jak je dlouhá t¥lesová
úhlop°í£ka (spojnice n¥kterých dvou nejvzdálen¥j²ích vrchol·) tohoto kvádru?

T¥lesová úhlop°í£ka není nic jiného neº p°epona pravoúhlého trojúhelníku, jehoº odv¥sny jsou tvo°eny
jednou st¥novou úhlop°í£kou a jednou hranou kvádru. T¥lesová úhlop°í£ka lze tedy spo£ítat pomocí
dvou výpo£t· vyuºitím Pythagorovy v¥ty. Zde je uvedena jedna z moºností cesty ke správnému vý-
sledku:

Spo£ítáme si délku st¥nové úhlop°í£ky procházející st¥nou, která má délky hran b = 9 cm a c = 12 cm:

us =
√
b2 + c2 =

√
92 + 122 =

√
81 + 144 =

√
225 = 15.

Vypo£ítaná úhlop°í£ka us = 15 cm spolu s hranou kvádru a = 8 cm jsou odv¥sny pravoúhlého
trojúhelníku, jehoº p°eponou je t¥lesová úhlop°í£ka kvádru. Tu jsme nyní schopni spo£ítat:

ut =
√
u2s + a2 =

√
152 + 82 =

√
225 + 64 =

√
289 = 17.

Délka t¥lesové úhlop°í£ky je tedy 17 cm.

Úloha 3. Jako a ozna£me £íslo, které p°edstavuje symbol smrti, a jako b ozna£me £íslo, které p°edsta-
vuje symbol ºivota. Aby se takové dva symboly vyru²ily, musí platit, ºe a+ b = 1 a zárove¬ a · b = −30.
Najd¥te v²echny uspo°ádané dvojice celých £ísel a, b takové, aby spl¬ovaly tyto rovnice.

Za£n¥me rovnicí ab = −30. Protoºe sou£in £ísel a, b je záporný, musí být záporný práv¥ jeden z £i-
nitel·. Zárove¬ také víme, ºe jsou £ísla a, b celá. Na základ¥ t¥chto poznatk· si vypí²eme v²echny
vyhovující (neuspo°ádané, jelikoº neznámé a a b m·ºeme v rovnicích libovoln¥ zam¥nit) dvojice:
(a, b) ∈ {(−1, 30), (1,−30), (−2, 15), (2,−15), (−3, 10), (3,−10), (5,−6), (−5, 6)}.
Aby n¥která z t¥chto dvojic byla °e²ením soustavy, musí vyhovovat také rovnici a + b = 1. Tomu
odpovídají pouze dvojice (−5, 6) a (6,−5). Tím dostáváme � zohledníme-li po°adí a a b � £ty°i moºná
°e²ení: a = −5, b = 6, a = 5, b = −6, a = −6, b = 5, a = 6, b = −5.
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Úloha 4. Pro zru²ení spoutávajícího kouzla pot°ebuje SARA jednu z uspo°ádaných trojic prvo£ísel
(p, q, r), pro které platí, ºe p+q = r2, r+p = q2 a také q+r = p2. Najd¥te v²echny takovéto uspo°ádané
trojice, které musí SARA vyzkou²et.

P°edpokládejme, ºe prvo£ísla p, q, r jsou v²echna lichá. Pak sou£et p+ q je sudý, ale q2 je lichý, tedy
se nemohou rovnat, coº je ve sporu se zadáním.

Dále p°edpokládejme, ºe práv¥ jedno z prvo£ísel je sudé, tedy je to dvojka. Nezáleºí na tom, které
si zvolíme, soustava je totiº tzv. symetrická: pokud bychom neznámé libovoln¥ �pop°eházeli� (nap°.
dosadili q za p, r za q a p za r), dostali bychom stejné t°i rovnice. Bez újmy na obecnosti tedy poloºme
p = 2. Potom q + r = 4, ale jelikoº q, r jsou ob¥ lichá, musí platit q ≥ 3 a r ≥ 3, a proto q + r ≥ 6
a zárove¬ q + r = 4, coº není moºné.

Vidíme tedy, ºe alespo¬ dv¥ z prvo£ísel jsou rovna dv¥ma, bez újmy na obecnosti poloºme p = q = 2.
Pak ale r2 = p + q = 4, tedy i r = 2. Po zkou²ce vidíme, ºe jediným vyhovujícím °e²ením je opravdu
p = q = r = 2.

Úloha 5. Ozna£me magickou bariéru jako p°ímku p a start a cíl teleportace jako body A,B leºící
v opa£ných polorovinách vymezených touto p°ímkou. Najd¥te takový bod P leºící na p°ímce p, aby
velikost úhlu APX byla rovna velikosti úhlu BPX, kde X je libovolný bod na p°ímce p. Ur£ete postup
konstrukce °e²ení, kdyº platí, ºe vzdálenosti A od p°ímky p a B od p°ímky p jsou r·zné.

Pokud má pro libovolný bod X na p°ímce p platit, ºe |]APX| = |]BPX|, tak to znamená, ºe p°ímka
p je osou úhlu APB. Pro osu úhlu obecn¥ platí, ºe pokud podle ní v osové soum¥rnosti zobrazíme jedno
rameno úhlu, tak dostaneme to druhé. Tedy pokud ozna£íme B′ obraz bodu B v osové soum¥rnosti
podle p°ímky p, tak musí leºet na p°ímce AP , tedy body A, P a B′ leºí na jedné p°ímce. Ale bod
B′ zvládneme sestrojit, na to nám sta£í sestrojit obraz bodu B v osové soum¥rnosti podle p°ímky p.
Sestrojíme-li tedy p°ímku AB′, hledaný bod P bude pr·se£íkem p°ímek p a AB′.

Úloha 6. M¥jme 3 komá°í klonové vojáky (to znamená, ºe jsou naprosto identi£tí a nedokáºeme
je odli²it). Komá°í bojovníci jdou vºdy do bitvy v kompletní zbroji sloºené z helmy, hrudního plátu
a ochrany na k°ídla. Pokud máme k dispozici 7 r·zných helem, 8 r·zných hrudních plát· a 10 r·zných
ochran na k°ídla, kolika zp·soby m·ºeme vystrojit v²echny komá°í bojovníky a vybrat z nich jednoho
velitele? (Dv¥ takto vytvo°ené skupiny povaºujeme za r·zné, pokud mají velitelé aspo¬ jeden odli²ný
kus uniformy nebo se dvojice zbylých bojovník· li²í aspo¬ v jednom kusu uniformy.)

Nejd°íve ur£eme, kolika zp·soby m·ºeme vybrat 3 r·zné helmy. Na první pozici m·ºeme vybrat jednu
ze 7 helem, na druhou pozici jednu ze zbývajících 6 a na t°etí pozici jednu ze zbývajících 5. Celkem
tedy bude 7 ·6 ·5 zp·sob·. Takto ov²em po£ítáme výb¥r helem ABC i výb¥r CBA, p°estoºe oba výb¥ry
obsahují stejné helmy. Po£et uspo°ádání konkrétní trojce helem je 6 (ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA) takºe celkový po£et r·zných výb¥r· 3 helem ze 7 je 7·6·5

6 = 7 · 5 = 35.

Pro kaºdou trojici helem dále vyberme hrudní pláty. Pro první helmu m·ºeme vybrat z 8 hrudních
plát·, pro druhý ze 7 hrudních plát· a pro t°etí z 6 hrudních plát· a proto bude pro jednu trojici helem
8 · 7 · 6 = 336 r·zných výb¥r· hrudních plát· (jiº ned¥líme 6, protoºe nám záleºí na po°adí plát· �
p°i°azujeme je k r·zným helmám). Obdobn¥ vybereme 10 ·9 ·8 = 720 zp·soby pro kaºdou trojici helem
a hrudních plát· jednu trojici ochran na k°ídla. Ve výsledku tedy existuje 35 · 336 · 720 = 8647200
r·zných kombinací uniforem pro t°i komáry. Pro kaºdou trojici uniforem navíc m·ºeme vybrat jednu ze
t°í, která bude pro velitele. Proto bude celkový po£et r·zných bojových skupin 8647200 ·3 = 25401600.

Úloha 7. Nech´ pro dv¥ kladná reálná £ísla platí a+ b = 1. Najd¥te nejmen²í hodnotu výrazu 1
a + 1

b .

Úlohu lze °e²it mnoha zp·soby. Uvedu zde dva, první je moje autorské °e²ení a druhý je (mírn¥

2



KoMáR - �e²ení 5. série ²kolní rok 2017/2018

modi�kovaný) postup Mí²i Hala²tové, který se mi velmi líbil a pat°il k jednomu z velmi mála zcela
správných °e²ení.

První postup. Zkoumaný výraz si upravíme následujícím zp·sobem:

1

a
+

1

b
= (

1

a
+

1

b
) · 1 = (

1

a
+

1

b
)(a+ b) = 2 +

a

b
+
b

a
.

Jist¥ pro libovolná kladná reálná £ísla a, b platí nerovnost (a − b)2 ≥ 0. Úpravou tohoto vztahu
dostáváme nerovnost a2 + b2 ≥ 2ab. Jelikoº ab je kladné reálné £íslo, m·ºeme jím nerovnost vyd¥lit
a dostáváme a2

ab +
b2

ab ≥ 2, po zkrácení a
b +

b
a ≥ 2. Dohromady s p°edchozím tedy 1

a + 1
b = 2 + a

b +
b
a ≥

2 + 2 = 4, coº je tedy hledaná nejmen²í hodnota, které je moºnost dosáhnout p°i volb¥ a = b = 1
2 .

Druhý postup. Zkoumaný výraz si upravíme následujícím zp·sobem:

1

a
+

1

b
=
a+ b

ab
=

1

ab
.

Minimalizovat hodnotu výrazu 1
ab znamená totéº jako maximalizovat hodnotu výrazu ab. Jelikoº

a+b = 1, m·ºeme psát a = 1
2+ε a b =

1
2−ε pro vhodné reálné £íslo ε. Potom tedy ab = (12+ε)(

1
2−ε) =

1
4 − ε

2 ≤ 1
4 . Pak v²ak 1

ab ≥ 4 a to je tedy hledaná nejmen²í hodnota.
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