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�e²ení �tvrté Série

Úloha 1. SARA se p°ipojila k nejbliº²ímu satelitu a chystala se z n¥ho kontaktovat v²echny vládní
a v¥decké databáze na sv¥t¥. Ke kaºdému vyhledávání v²ak pot°ebuje sedmimístný kód, který spl¬uje dv¥
podmínky. Kaºdá £íslice se v t¥chto kódech vyskytuje tolikrát, kolik je její hodnota. Navíc stejné £íslice
mají být zapsány vedle sebe, nap°íklad 4444333. Kolik vyhledávání m·ºe SARA u£init?

Nem·ºeme pouºít £íslice 8 a 9 (sedmimístné £íslo nem·ºe mít 8 ani 9 £íslic). Nejvy²²ím vyhovujícím
£íslem je tedy 7777777. Dále m·ºeme zkombinovat £íslice 1 a 6 a to ve dvou variantách: 1666666 a
6666661. Dal²í dvojice £íslic je 2 a 5 op¥t ve dvou variantách: 2255555 a 5555522. Pak 3 a 4: 3334444
a 4444333. Nakonec m·ºeme trojky z p°edchozích variant nahradit jedni£kami a dvojkami, dostáváme
tedy 6 nových variant: 1224444, 1444422, 2214444, 2244441, 4444122 a 4444221. Jelikoº jsme tímto
jist¥ popsali ve²keré p°ípustné moºnosti, SARA tedy m·ºe ur£it 13 daných vyhledávání.

Úloha 2. Na tabuli je úse£ka AB o délce 12 cm. Body A a B jsou vedeny popo°ad¥ p°ímky p a q
kolmé k úse£ce AB. Na p°ímce p je sestrojen bod C tak, ºe |AC| = 5 cm, a na p°ímce q bod D tak,
ºe |BD| = 10 cm. Body C a D leºí ve stejné polorovin¥ vzhledem k p°ímce AB a jako hodnota x je
ozna£ena délka úse£ky CD. Jakou hodnotu má x?

Sestrojíme rovnob¥ºku r s úse£kou AB tak, aby r procházela bodem C. Bod, ve kterém se protne
r a BD, ozna£íme E. Získali jsme tak pravoúhlý trojúhelník CED s pravým úhlem u vrcholu E, o
n¥mº víme následující: |CE| = 12 (protoºe |AB| = |CE|) a |ED| = 5 (protoºe |ED| = |BD| − |CA| =
= 10− 5 = 5).

Nyní jiº známe ob¥ odv¥sny pravoúhlého trojúhelníka, takºe pomocí Pythagorovy v¥ty dopo£ítáme
délku p°epony CD:

|CD| =
√
|CE|2 + |ED|2 =

√
122 + 52 =

√
144 + 25 =

√
169 = 13.

Tedy x = 13.

Úloha 3. SARA ví, ºe pokud k po£tu EJ (elektrických jednotek), které za hodinu spot°ebuje 20 robot·
v normálním módu, p°i£teme 12, dostaneme po£et EJ , které za hodinu spot°ebuje skupina robot· v ak-
celerovaném módu o dva £leny men²í. Zárove¬ ví, ºe pokud by robot· v normálním módu byla polovina,
spot°ebovali by za hodinu tolik EJ , ºe by to sta£ilo 7 robot· v akcelerovaném módu a je²t¥ by 2 EJ
p°ebývaly. Kolik elektrických jednotek spot°ebovává za hodinu robot v normálním módu a kolik robot
v akcelerovaném módu?

Ze zadání sestavíme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých: jako x si ozna£ím po£et robot· v
normálním módu, jako y pak po£et robot· v módu akcelerovaném.

20x+ 12 = 18y

10x = 7y + 2

Druhou rovnici vynásobíme dv¥ma, £ímº dostaneme rovnici 20x = 14y+4. Tuto rovnici nyní ode£teme
od první a výsledek upravujeme:

12 = 4y − 4

4y = 16

y = 4.
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Získali jsme y, snadno tedy nap°. z druhé rovnice dopo£ítáme x: 10x = 7y + 2 = 7 · 4 + 2 = 30, tedy
x = 3. Úloha je tedy vy°e²ena.

Úloha 4. Na kouzelnou krabi£ku se musí prstem napsat ²est r·zných °ímských £ísel od 1 do 20. Dále
SARA zjistila, ºe:

• Tato £ísla obsahují práv¥ jedno prvo£íslo a toto prvo£íslo je v¥t²í neº 13.

• První, druhé a ²esté £íslo jsou £ísla d¥litelná t°emi.

• �tvrté £íslo je £íslo obsahující °ímské £íslice I, V, X a to kaºdou práv¥ jednou.

• První £íslo obsahuje práv¥ dv¥ °ímské £íslice, které jsou od sebe r·zné, a zárove¬ páté £íslo
obsahuje ty stejné dv¥ £íslice, jen v jiném po°adí.

• T°etí £íslo je o jedna v¥t²í neº ²esté £íslo.

• Druhé £íslo je o jedna v¥t²í neº £tvrté £íslo.

Z t°etí podmínky plyne, ºe na £tvrté pozici mohou být £ísla XIV nebo XVI, tzn. 14 nebo 16. Z druhé
a £tvrté podmínky plyne, ºe na první pozici musí byt £íslo d¥litelné t°emi a zárove¬ obsahovat práv¥ 2
r·zné £íslice. Z toho nám vyjde £íslo VI (6), IX (9) nebo XV (15). Protoºe ze £tvrté podmínky víme,
ºe £íslo na páté pozici obsahuje také tyto dv¥ £íslice, akorát v jiném po°adí, m·ºeme vylou£it XV (15)
na první pozici. Tudíº na páté pozici m·ºe být IV (4) nebo XI (11). Protoºe 11 je prvo£íslo a kód
obsahuje podle první podmínky práv¥ jedno prvo£íslo a to je v¥t²í neº 13, m·ºeme 11 vylou£it. Takºe
na páté pozici je £íslo IV a na první pozici je £íslo VI.

Protoºe na první, druhé a ²esté pozici nem·ºe být prvo£íslo (z první podmínky jsou d¥litelná t°emi a z
téhoº ºádné není t°em rovno) a ani £tvrté (14, 16), ani páté £íslo (4) také není prvo£íslo, tak prvo£íslo
musí být na t°etí pozici. Na t°etí pozici tedy m·ºe být £íslo 17 nebo 19 (to jsou jediná prvo£ísla od 13
do 20). A protoºe £íslo na t°etí pozici je podle páté podmínky o jedna v¥t²í neº £íslo na ²esté pozici,
jediná moºnost je 19 na t°etí pozici a 18 na ²esté pozici. Stejn¥ tak z ²esté podmínky dostaneme, ºe
na druhé pozici je £íslo 15 a na £tvrté £íslo 14.

Kód tedy vypadal následovn¥: VI (6) XV (15) XIX (19) XIV (14) IV (4) XVIII (18).

Úloha 5. Na tabuli jsou napsána £ty°i £ísla, která jsou v²ak reprezentována symboly, kterým SARA
nerozumí; nazv¥me je a, b, c, d. Pod nimi je n¥kolik výpo£t·, ze kterých lze vy£íst, ºe aritmetický pr·m¥r
v²ech t¥chto £ísel je roven 49. Pokud v²ak £íslo a zakryjeme a ur£íme aritmetický pr·m¥r zbývajících
t°í £ísel, pr·m¥r se nezm¥ní. �íslo b je rovno polovin¥ sou£tu v²ech £ty° £ísel. Dále platí, ºe rozdíl £ísla
c− d je roven 11. Ur£ete £ísla napsaná na tabuli.

Ukáºeme si, ºe £íslo a je rovno 49. Má totiº platit

a+ b+ c+ d

4
=
b+ c+ d

3
= 49.

Upravujme první rovnici:

3(b+ c+ d) + 3a = 4(b+ c+ d),

tj.
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a =
b+ c+ d

3
= 49.

Dále snadno ur£íme £íslo b. Víme, ºe aritmetický pr·m¥r £ísel a, b, c, d je 49, sou£et t¥chto £ísel
dostaneme vynásobením £ísla 49 £íslem 4. Hodnota b je 4 · 492 = 98.

Nakonec vyuºijeme poslední vlastnosti ze zadání, ºe c − d = 11. Protoºe známe £ísla a a b, m·ºeme
ur£it, jaký je sou£et £ísel c a d:

49 + 98 + c+ d

4
= 49,

tedy c+ d = 49.

Rovnice c − d = 11 a c + d = 49 se£teme a dostaneme 2c = 60, tedy c = 30. �íslo d jiº snadno
dopo£teme a vyjde nám d = 19.

Na tabuli jsou napsána £ísla 49, 98, 11, 19.

Úloha 6. Je dán £tverec o stran¥ a = 2 a dv¥ kruºnice o polom¥ru 2 se st°edy ve vedlej²ích vrcholech
daného £tverce. Vy²rafované pole p°edstavuje klí£ovou dírku. Ur£ete obsah vy²rafovaného pole.

Ozna£íme si �dolní rohy� £tverce na obrázku jako A,B a vyzna£ený pr·se£ík kruºnic jako P . Trojúhel-
ník ABP je rovnostranný (v²echny strany mají délku 2), tudíº jeho strany svírají úhel 60◦. Uvaºujme
kruhovou výse£ vymezenou úse£kami PA, AB a kruhovým obloukem BP . Tato výse£ je jedna ²estina
celého kruhu, protoºe 60◦ = 1

6 ·360
◦. Obsah kruhu je πr2, kde r je polom¥r. Obsah dané výse£e je tedy

πr2

6 = 2
3π.

Zamyslíme-li se, vidíme, ºe obsah vy²rafovaného útvaru m·ºeme spo£ítat jako rozdíl dvojnásobku
obsahu výse£e a obsahu daného rovnostranného trojúhelníku. Abychom zjistili obsah trojúhelníku,
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musíme spo£ítat jeho vý²ku v. Tu zjistíme z Pythagorovy v¥ty:(a
2

)2
+ v2 = a2

a2

4
+ v2 = a2 /− a2

4

v2 =
3a2

4

v =

√
3a

2
=
√
3.

Obsah trojúhelníku je tedy
√
3a2

2 . Obsah daného útvaru je potom roven 2 · 23π −
√
3 = 4

3π −
√
3.

Úloha 7. Pokud £as na budíku zapí²eme ve tvaru ab : cd, ur£ete, kolikrát za den platí následující
dvojice podmínek: a+ b = c+ d a zárove¬ |a− b| 6= |c− d| (|x| zna£í absolutní hodnotu reálného £ísla,
pokud je x > 0, tak |x| = x, pokud x = 0, tak |x| = 0 a pokud je x < 0, tak |x| = −x).
Spo£ítáme nejprve v²echna £ísla spl¬ující první podmínku. Za�xujme £ísla a a b a ozna£me s = a+ b.
Uv¥domme si, ºe máme-li dáno p°irozené £íslo s, existuje práv¥ s+ 1 moºností, jak toto £íslo rozloºit
na sou£in dvou s£ítanc·, které jsou rovn¥º celé nezáporné � totiº 0+ s, 1+ (s− 1), ..., (s− 1)+1, s+0.
Je-li tedy 0 < s < 6, máme práv¥ v danou hodinu práv¥ s + 1 £as· vyhovujících první podmínce:
Pokud s ≥ 6, tak je jist¥ pro kaºdé p°ípustné c (tedy od 0 do 6) m·ºeme zvolit d tak, aby c + d = s,
tj. v kaºdou takovouto hodinu máme práv¥ 6 £as· vyhovujících první podmínce. V p°ípad¥ a = b = 0
máme jediný £as vyhovující první podmínce, a to 00:00. Dohromady tedy máme 1 + 2 + 3 + 4 + 5 +
6 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 3 + 4 + 5 + 6 = 59 vyhovujících £as· v dob¥ 00 : 00− 5 : 59, 10 : 00− 14 : 59,
20 : 00− 23 : 59 a 9 · 6 = 36 vyhovujících £as· v dob¥ 6 : 00− 9 : 59,15 : 00− 19 : 59, celkem tedy 95.

Nyní spo£ítáme, kolik z t¥chto £as· nevyhovuje druhé podmínce. Pokud a = b, je to jen £as aa : aa,
pokud a 6= b a b < 6, jsou to dva typy £asy, a to ab : ab a ab : ba, pokud b ≥ 6 je to pouze £as ab : ab.
Dohromady je to tedy 3 + 2 · 13 + 8 = 37. �as· vyhovujících ob¥ma podmínkám je tedy 95− 37 = 58.
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