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�e²ení Druhé Série

Úloha 1. V kleci se nacházeli t°ínozí lvorli, p¥tinozí mravlvi a sedminozí mravouci. Kolik bylo kterých,
jestliºe zví°at na M je 10, zví°at obsahujících ve jmén¥ l je celkem 8, celkový po£et nohou je d¥litelný
t°emi a platí, ºe od dvou druh· je na zahrad¥ stejný po£et jedinc·?

Jelikoº je podle první podmínky ze zadání mravouk· a mravlv· dohromady více neº mravlv· a lvorl·,
tak musí být ur£it¥ mravouk· více neº lvorl·. Tedy stejný po£et je bu¤ mravlv· a mravouk·, nebo
mravlv· a lvorl·. Pokud by bylo stejn¥ mravlv· a lvorl·, tak z toho, ºe jich je 8, vidíme, ºe budou 4
mravlvi a 4 lvorli a tím pádem 6 mravouk·, coº dohromady dá 3 · 4+ 5 · 4+ 7 · 6 = 74 nohou, coº není
d¥litelné t°emi. Tím pádem musí být stejn¥ mravlv· a mravouk· a máme tudíº 5 mravlv·, 5 mravouk·
a 3 lvorly, £ímº dostaneme 3 · 3 + 5 · 5 + 7 · 5 = 69 nohou, coº d¥litelné t°emi je. V kleci tedy jsou 3
lvorli, 5 mravlv· a 5 mravouk·.

Úloha 2. Místnost má p·dorys £tverce o stran¥ 60 metr·, jehoº vrcholy SARA ve své hlav¥ popsala
jako ABCD. Bod, kde stála SARA, nazvala E a je takový, ºe velikost úhlu CDE je 75o a velikost úhlu
DCE je 30o. Ur£ete vzdálenost SARY od schodi²t¥, které se nachází v bod¥ B.

Nejd°íve dopo£ítáme úhel DEC:

|]DEC| = 180◦ − |]CDE| − |]DCE| = 180◦ − 75◦ − 30◦ = 75◦.

Trojúhelník DEC je tudíº rovnoramenný se základnou DE, tedy |CE| = |CD| = 60 m. Dále:

|]BCE| = 90◦ − |]ECD = 90◦ − 30◦ = 60◦.

Z |BC| = |DC| = |CE| plyne |]EBC| = |]CEB|. Ale potom

2|]EBC| = |]EBC|+ |]CEB| = 180◦ − |]BCE| = 180◦ − 60◦ = 120◦,

tudíº |]EBC| = |]CEB| = |]BCE| = 60◦. Trojúhelník BCE je tedy rovnostranný a |BE| = |BC| =
60 m.

Úloha 3. SARA zjistila, ºe £íslo na kaºdé jmenovce má tvar X1X2X3X4, kde X1, X2, X3, X4 p°ed-
stavují £íslice 0− 9. Na v²ech jmenovkách se vyskytuje práv¥ jedna ²estka. Kolik takovýchto jmenovek
m·ºe existovat?

Uvaºujme nejprve, ºe je ²estka na prvním míst¥. Pak na druhém, t°etím a £tvrtém míst¥ mohou být
v²echny £íslice krom¥ ²estky. Celkem tedy jmenovek tvaru 6X2X3X4, kde X2,3,4 6= 6, je 9 · 9 · 9 = 729.
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Analogicky tento postup m·ºeme pouºít pro p°ípady, kdy je ²estka na druhém, t°etím nebo £tvrtém
míst¥, tedy celkový po£et jmenovek poºadovaného tvaru je 4 · 729 = 2916.

Úloha 4. Polokoule má polom¥r 5 m. 80% kruhového p·dorysu polokoule tvo°ily podivné symboly.
SARA rozeznala, ºe 50% této plochy je pokryto arabskými znaky, 25% hebrejskými a zbytek byl popsán
symboly, které SARA je²t¥ nikdy nevid¥la. Jakou plochu zabíraly neznámé symboly?

Kruhový p·dorys polokoule o polom¥ru 5 metr· je jist¥ kruh o polom¥ru 5 metr·. Jeho obsah je
pak S = π · 52 = 25π m2. Osmdesát procent této plochy spo£ítáme jako 80

100 · S = 20π m2. Neznámé
symboly z této plochy tvo°í 100 − 50 − 25 = 25 procent, tedy jednu £tvrtinu. Zabírají tedy plochu o
obsahu 1

4 · 20π = 5π m2.

Úloha 5. Digitální zámek m·ºe být zaji²t¥n libovoln¥ dlouhým kódem. Pokud vynásobíme £íslo o jedno
men²í, o jedno v¥t²í a o £ty°i v¥t²í, neº je kód k zámku, dostaneme £íslo rovné sou£tu t°etí mocniny
kódu, 4násobku druhé mocniny kódu a dvojnásobku kódu zv¥t²eného o jedna.

Co se tý£e °e²ení této úlohy, vyskytla se nám tu taková gramatická kuli²árna: úloha je dvojzna£ná a
lze z ní sestavit dv¥ rovnice. Ob¥ °e²ení jsme uznali.

V prvním p°ípad¥ máme rovnici

(x− 1)(x+ 1)(x+ 4) = x3 + 4x2 + 2(x+ 1). (1)

Roznásobíme levou stranu: (x− 1)(x+1)(x+4) = (x2− 1)(x+4) = x3 +4x2− x− 4. Rovnice je tedy
tvaru

x3 + 4x2 − x− 4 = x3 + 4x2 + 2x+ 2.

Od obou stran ode£teme výraz x3 + 4x2 a dostaneme

−x− 4 = 2x+ 2.

K ob¥ma stranám rovnice nyní p°i£teme x−2 a dostaneme 3x = −6 a tedy x = −2. Jelikoº toto °e²ení
vyhovuje zkou²ce, dostáváme, ºe kód je roven £íslu −2.
V druhém p°ípad¥ máme rovnici

(x− 1)(x+ 1)(x+ 4) = x3 + 4x2 + 2x+ 1. (2)

�e²it ji budeme obdobn¥ jako rovnici (1) a dostaneme °e²ení x = −5
3 .

Úloha 6. SARA má ve své pam¥ti místo na 100 terabajt· (TB) dat a p°esn¥ 100 soubor·. V systému
se nachází mapové soubory .mpp, z nichº kaºdý zabírá 6TB, potom obrazové soubory .pix, z nichº jeden
zabírá 3TB a nakonec textové soubory .wrd, které mají kaºdý 100 gigabajt· (1 terabajt je 1000 gigabajt·).
Kolik soubor· od kaºdého druhu musí SARA stáhnout, aby zabíraly p°esn¥ 100TB a bylo jich práv¥
100?

Ozna£íme si a, b, c popo°ad¥ po£et soubor· .mpp, .pix, .wrd. Ze zadání máme dv¥ rovnice:

a+ b+ c = 100 (po£et)

6a+ 3b+ 0, 1c = 100 (terabajty).
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Vynásobíme první rovnici ²esti a ode£teme druhou:

6a+ 6b+ 6c = 600

−(6a+ 3b+ 0, 1c = 100)

3b+ 5, 9c = 500 (3)

Nyní vynásobíme první rovnici t°emi a ode£teme druhou:

3a+ 3b+ 3c = 300

−(6a+ 3b+ 0, 1c = 100)

−3a+ 2, 9c = 200 (4)

Obvykle dv¥ rovnice na t°i neznámé nesta£í, ale víme, ºe a, b i c jsou nezáporná £ísla. Tedy pokud
3b > 0, pak z (3) dostáváme 500− 5, 9c > 0. To znamená, ºe c < 84, 75.

Také pokud 3a > 0, tak 2, 9c − 200 > 0. To znamená, ºe c > 68, 97. Jelikoº 0, 1c = 100 − 6a − 3b je
celé £íslo, tak 10 d¥lí c. Jelikoº jsme ukázali 68, 97 < c < 84, 75, tak dostáváme c = 70 nebo c = 80.
Pokud za c dosadíme 80, dostaneme z (3) a (4) a = 10.67 a b = 9.33. Jelikoº a, b musí být p°irozená
£ísla, tak víme, ºe se nejedná o správné °e²ení. Pokud za c dosadíme 70, dostaneme a = 1 a b = 29,
coº je vyhovující °e²ení.

SARA tedy musí stáhnout 1 soubor .mpp, 29 soubor· .pix a 70 soubor· .wrd.

Úloha 7. Ukaºte, ºe z libovolných 7 p°irozených £ísel m·ºeme vybrat nenulový po£et £ísel takových,
ºe jejich sou£et je d¥litelný 7.

Ozna£me si jednotlivá £ísla a, b, c, d, e, f a g. Dále si ozna£me velkými písmeny jejich sou£ty tak, ºe
nap°íklad sou£et D roven sou£tu a + b + c + d, sou£et B bude roven a + b atd. Nyní se podíváme na
zbytky jednotlivých sou£t· po d¥lení £íslem 7. Pokud je n¥který sou£et d¥litelný 7 a zbytek po d¥lení
je tedy 0, jsou hledaná £ísla práv¥ ta, která se vyskytují v tomto sou£tu. V opa£ném p°ípad¥ ºádný
ze sou£t· nebude d¥litelný 7, a proto budou v²echny dávat zbytek v rozsahu od 1 do 6. Jelikoº ov²em
máme pouze 6 r·zných moºných zbytk· na 7 sou£t·, tak n¥které dva sou£ty musí dávat stejný zbytek
po d¥lení £íslem 7. Nyní je z°ejmé, ºe pokud od v¥t²ího sou£tu ode£teme men²í, bude výsledný rozdíl
d¥litelný £íslem sedm. Proto sta£í vybrat £ísla, která tvo°í tento rozdíl, coº jsou £ísla, která pat°í do
v¥t²ího sou£tu, ale nepat°í do men²ího sou£tu.

Nap°íklad pro £ísla a = 2, b = 15, c = 6, d = 4, e = 23, f = 8, g = 8 budou sou£ty vypadat následovn¥:
A = 2, B = 17, C = 23, D = 27, E = 50, F = 58, G = 66. Zbytky sou£t· po d¥lení 7 jsou pak tyto: 2,
3, 2, 6, 1, 2, 3. Vidíme, ºe sou£ty B,G dávajíc stejný zbytek, takºe G−B je d¥litelné sedmi. Opravdu,
F −B = (a+ b+ c+ d+ e+ f + g)− (a+ b) = c+ d+ e+ f + g = 6 + 4 + 23 + 8 + 8 = 49 = 7 · 7.
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