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�e²ení Páté Série

Úloha 1. Pokud se chce £lov¥k dostat z Komárna do Káhiry, hlavního m¥sta Egypta, musí p°estoupit
v Istanbulu. Z Komárna do Istanbulu létají £ty°i letecké spole£nosti, z Istanbulu do Káhiry dal²í t°i.
Kolika zp·soby se m·ºe profesorka Papriková dostat z Komárna do Káhiry a zp¥t, pokud nechce s
ºádnou spole£ností let¥t dvakrát?

Pro kaºdou ze £ty° moºných leteckých spole£ností na cest¥ do Istanbulu máme na výb¥r t°i spole£-
nosti na cestu do Káhiry. Pro kaºdou z t¥chto 12 moºností, jak se dostat do Káhiry máme dv¥ (jednou
ze t°í spole£ností jsme let¥li cestou tam) moºností na cestu zpátky do Istanbulu a následn¥ t°i moºnosti
na cestu do Komárna. Ve výsledku tedy máme 4 · 3 · 2 · 3 = 72 moºností na cestu do Káhiry a zp¥t.

Úloha 2. Profesor pot°eboval deaktivovat v²echny stroje, neº zni£í celou laborato°. V laborato°i je 100
stroj·. Jsou popsány identi�ka£ními £ísly od 1 do 100 a ºádné dva stroje nejsou stejné. Jaký nejmen²í
po£et stroj· m·ºe profesor deaktivovat, aby sou£in identi�ka£ních £ísel t¥chto stroj· byl vºdy d¥litelný
²esti?

Aby £íslo bylo d¥litelné ²esti, musí být zárove¬ d¥litelné dv¥ma a t°emi. Aby sou£in £ísel na vybraných
strojích byl d¥litelný ²esti, musíme vybrat alespo¬ jeden stroj s £íslem d¥litelným dv¥ma a alespo¬ jeden
stroj s £íslem d¥litelným t°emi. �ísel na strojích d¥litelných dv¥ma je polovina, tedy 50. Pokud vyberu
51 stroj·, alespo« jeden stroj bude mít £íslo d¥litelné dv¥ma. Nemám ale jistotu, ºe alespo¬ jedno
£íslo na stroji bude d¥litelné t°emi. �ísel na strojích d¥litelných t°emi je 33. Pokud vyberu 68 stroj·,
alespo¬ jedno £íslo na stoji bude d¥litelné t°emi. Te¤ uº jistotu, ºe mezi 68 stoji bude i stroj s £íslem
d¥litelné dv¥ma, mám, protoºe jen 50 jich d¥litelných dv¥ma není. Vybereme tedy 68 stroj·.

Úloha 3. Najd¥te deaktiva£ní prvo£ísla p, r, která spl¬ují rovnost: p+ p2 + p3 + r + r2 + r3 = 5233.

Levou stranu rovnosti rozd¥líme na dva sou£ty: (p+ p2 + p3) + (r+ r2 + r3). Liché £íslo (které je na
pravé stran¥ rovnosti) dostaneme se£tením sudého a lichého £ísla, proto jeden ze sou£tu na levé stran¥
rovnosti bude sudý a druhý lichý. Podmínku, ºe sou£et prvo£ísla a jeho druhé a t°etí mocniny je roven
sudému £íslu, spl¬uje pouze prvo£íslo 2, v ostatních p°ípadech je kterákoliv mocnina prvo£ísla liché
£íslo, a tudíº se jedná o sou£et t°í lichých £ísel a tudíº výsledek je liché £íslo.

Vezm¥me tedy p = 2, potom sou£et (p+p2+p3) = 14, a tedy (r+r2+r3) = 5233−14 = 5219. Z levé
strany m·ºeme vytknout a pravou m·ºeme rozloºit na sou£in prvo£ísel, dostáváme: r(1 + r + r2) =
17 · 307. A jelikoº 1 + r + r2 > r a jedná se o sou£iny prvo£ísel, tak musí platit, ºe r = 17. Na²t¥stí
platí, ºe 1 + 17 + 172 = 18 + 289 = 307 a úloha tedy má °e²ení.

Hledanými prvo£ísly jsou tedy £ísla 2 a 17.

Úloha 4. Sklep si p°edstavme jako trojúhelník ABC. St°ed strany BC ozna£me X, st°ed strany AC
ozna£me Y a bod Z zvolme tak, ºe leºí na stran¥ AB a |AZ| : |ZB| = 2 : 1. Napadené po£íta£e se
nachází v oblasti £ty°úhelníku ABXY . Ur£ete obsah £ty°úhelníku ABXY , víte-li, ºe kolmice na stranu
AB z bodu Zprochází bodem Y , |AB| = 15 cm a délka t¥ºnice na stranu AC je 13 cm.

Úse£ka XY je spojnice st°ed· stran, coº je st°ední p°í£ka. Pro tu platí, ºe má polovi£ní velikost
strany, z jejíhoº st°edu nevede, a je na ni rovnob¥ºná, takºe £ty°úhelník ABXY je lichob¥ºník, jehoº
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obsah je S = (a+c)v
2 , kde a a c jsou rovnob¥ºné strany. Vý²ka na jednu z nich je v, a známe (to je úse£ka

AB), c je úse£ka Y X, která má polovi£ní velikost oproti úse£ce AB, tedy 7, 5 cm. Velikost v, coº je
|ZY |, m·ºeme spo£ítat z Pythagorovy v¥ty, protoºe úse£ka Y B je t¥ºnicí na stranu |AC| a trojúhelník
ZY B je pravoúhlý s pravým úhlem u vrcholu Z.

|ZB|2 + |Y Z|2 = |Y B|2

52 + v2 = 132

25 + v2 = 169

v2 = 144

v = 12

A tedy S = (15+7,5)·12
2 = 22, 5 · 6 = 135 cm2.

Úloha 5. SARA ozna£ila v po£íta£i prostor ve tvaru lichob¥ºník se základnami |AB| = 4 cm a |CD| =
1 cm. Nech´ bod S je pr·se£íkem jeho uhlop°í£ek. Jaký je pom¥r sou£tu obsah· dvojic trojúhelník· ABS,
CDS a BCS, DAS?

Jelikoº p°ímkaAB je rovnob¥ºná s p°ímkou CD, m·ºeme nalézt dv¥ dvojice shodných úhl· |^ABS| =
|^CDS| a |^BAS| = |^DCS|. Proto jsou trojúhelníky ABS a CDS podobné s koe�cientem k = 4.
Nyní si ozna£me vý²ky t¥chto dvou trojúhelníku po °ad¥ v1 a v2. Jejich obsahy jsou tedy:

a·v1
2 a c·v2

2

a·v1
2 = 4·c·4·v2

2 .

Ozna£me S1 sou£et obsah· trojúhelníku ABS a CDS a S2 sou£et obsah· trojúhelník· BCS a DAS,
tedy:

S1 =
4 · c · 4 · v2

2
+

c · v2
2

=
17 · c · v2

2
.

Celkový obsah lichob¥ºníku:

S =
(a+ c) · (v1 + v2)

2
=

(4 · c+ c) · (4 · v2 + v2)

2
=

25 · c · v2
2

S2 = S − S1 =
25 · c · v2

2
− 17 · c · v2

2
=

8 · c · v2
2

.

A nyní uº m·ºeme spo£ítat výsledný pom¥r:

S1 : S2 =
17 · c · v2

2
:
8 · c · v2

2
= 17 : 8.

Úloha 6. Martin se podíval na displej na vedlej²ím po£íta£i a zjistil, ºe musí platit t°i rovnosti:

• a+ b+ c = 1

• |a|+ |b|+ |c| = 23

• abc = 336

Najd¥te trojici celých £ísel a, b, c, pro kterou platí tyto rovnosti.
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Z prvních dvou rovnic vidíme, ºe alespo¬ jedna z neznámých je záporná. Jelikoº v²ak abc je kladné,
jsou záporné práv¥ dv¥. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°epokládat a > 0, b < 0, c < 0. Kdyº tedy
se£teme první dv¥ rovnice, dostáváme 24 = a+ |a|+ b+ |b|+ c+ |c| = a+ a+ |b| − |b|+ |c| − |c| = 2a
a tedy a = 12. Tudíº bc = 336

a = 336
12 = 28, |b| + |c| = 23 − |a| = 23 − 12 = 11. Jelikoº b, c jsou celé

a bc = 28, tak (|b|, |c|) leºí v {(1, 28), (2, 14), (4, 7)}. Podmínku |b| + |c| = 11 spl¬uje pouze dvojice
(|b|, |c|) = (4, 7). �e²ením rovnice je tedy trojice (a, b, c) = (12,−4,−7) a její libovolné uspo°ádání.

Úloha 7. Ur£ete po£et zp·sob·, jak se ²achový král m·ºe dostat z levého spodního rohu do pravého
horního rohu, pokud se vºdy m·ºe pohnout pouze doprava nebo nahoru a navíc nesmí chodit p°es
prost°ední £ty°i polí£ka.

Pokud si zvolíme libovolné polí£ko, dokáºeme vypo£ítat po£et zp·sob·, jak se dostat do tohoto
polí£ka, pouze ze znalosti po£tu zp·sob· v levém a spodním polí£ku. Hledané £íslo totiº bude sou£tem
t¥chto dvou £ísel. K °e²ení sta£ilo vytvo°it podobnou tabulku jako je na obrázku a pro krajová polí£ka
doplnit jedni£ky. Výsledkem tedy je 982 moºností.
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