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Zadáńı Čtvrté Série
Terḿın Odevzdáńı: 12. 5. 2014

Celé královstv́ı je jako na trńı, kvapem se totiž bĺıž́ı jedna z významných a velmi
obĺıbených událost́ı roku - Komář́ı souboje. Během jednoho dne se odvážlivci z celého
královstv́ı utkaj́ı v mnoha atletických i všelijakých jiných discipĺınách. S touto akćı jsou
také spojeny propagačńı letáčky, transparenty, ṕısně, pokřiky a mnoho daľśıho - jen aby
každý komár upozornil na své favority.

Úloha 0. Vymyslete si svého komář́ıho favorita, napǐste, jak se jmenuje. Dále uved’te
pokřik minimálně o třech slovech, kde všechna slova budou zač́ınat na prvńı ṕısmeno jeho
jména. A nakonec nakreslete návrh reklamńıho předmětu, který bude propagovat vašeho
favorita.

Uskutečněńı Komář́ıho souboje, ale neńı žádná jednoduchá věc, jak by se mohlo na
prvńı pohled zdát. Nejzákeřněǰśı ze všeho je počaśı. Samozřejmě nesmı́ pršet, ale hlavně
muśı být přesná teplota vzduchu. Ta se měř́ı unikátńım komář́ım soubojoměrem a jej́ı
hodnota vycháźı v kapkách potu. Obsluhovat tento př́ıstroj si ale žádá dobré znalosti
matematiky.

Úloha 1. Soubojoměr na displeji neukazuje př́ımo hodnotu v kapkách potu, mı́sto toho je
zde napsáno:

”
Dnes je taková teplota, že trojnásobek počtu kapek potu je nejmenš́ım č́ıslem,

jehož součet všech č́ıslic je osmnáct.“ Jaká je dnes teplota?

A přesně taková teplota je potřeba ke Komář́ım souboj̊um, nav́ıc neprš́ı, takže vrchńı
hĺıdač soubojoměru pośılá okamžitě tuto očekávanou zprávu na všechny strany. Komáři
hned zanechávaj́ı své dosavadńı práce (i škola se zav́ırá) a ani ne za p̊ul hodiny je už celý
národ na soutěžńı louce. Ta má strategickou polohu bĺızko řeky, kde touto dobou proj́ıžděj́ı
mraky vodák̊u. Před startem se ale muśı všichni závodńıci zaregistrovat a splnit přij́ımaćı
logickou úlohu:

Úloha 2. Slavnému detektivu Bystrososákovi se podařilo vystopovat bandu komář́ıch zločinc̊u,
śıdĺıćı na pustém ostrově v zapadlém ohybu řeky, kde skrývaj́ı sv̊uj lup - tři truhlice. V jedné
z nich jsou kousky zlata, v druhé kousky železa a ve třet́ı oboj́ı (jak zlato, tak železo). V̊udce
bandy Bystrososákovi navrhuje, že když je nechá utéct, nab́ıdne mu jednu ze tř́ı truhlic,
které maj́ı. Jednotlivé truhlice jsou označeny nápisy: ZLATO; ŽELEZO nebo ZLATO +
ŽELEZO. Také ho upozorńı, že žádný nápis neodpov́ıdá obsahu truhlice. A aby se mu
lépe vyb́ıralo, dá mu ještě možnost si nechat náhodně vytáhnout jeden předmět z truhlice
vlastńıho výběru.

Ze které truhlice by si měl detektiv Bystrososák nechat vytáhnout daný předmět? A je
opravdu možné, aby dokázal rozpoznat truhlici plnou ZLATA?

Po splněńı vstupńı hádanky už nebráńı nic zahájeńı závod̊u. Diváci se usadili na tri-
bunách a skanduj́ı pokřiky svých favorit̊u. Prvńı discipĺına je náročný přelet přes louku, kde
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je vytvořena velká překážka v podobě horkovzdušného balonu. Všichni až na posledńıho
závodńıka Krvososa už maj́ı trasu za sebou a ten muśı letět minimálně rychlost́ı 5 m/s,
aby závod vyhrál.

Úloha 3. Aby se Krvosos pohyboval rychlost́ı 5 m/s, muśı mávnout kř́ıdly 10 krát za
sekundu. Kolikrát muśı komár let́ıćı touto rychlost́ı mávnout kř́ıdly, aby překonal horkovzdušný
balón o pr̊uměru 20 m, který mu bráńı v cestě? Jeho p̊ulkruhová dráha je na obrázku.

S vypět́ım všech sil a sval̊u to nakonec Krvosos dokázal a v ćıli ho už čekali maséři a
ošetřovatelé. Námaha ale stála za to, protože jako cenu dostal medaili, velkou kytici a dva
baĺıčky výborných bonbon̊u z vyhlášené cukrárny U Mlsného sosáčku. Byl tak vyčerpaný
a št’astný, že ani nedokázal přij́ıt na to, kolik kytiček a bonbon̊u dostal. Ty to ale určitě
vymysĺı̌s.

Úloha 4. a) Najdi dvojciferné č́ıslo určuj́ıćı počet květin v kytici, u kterého je č́ıslice na
mı́stě jednotek o 1 věťśı než č́ıslice na mı́stě deśıtek a součin tohoto č́ısla a jeho ciferného
součtu je 405.

b) Mějme dvě r̊uzná přirozená č́ısla - počty bonbon̊u v baĺıčkách, jejich rozd́ıl druhých
mocnin je roven č́ıslu 2007. Která č́ısla to mohou být?

A už zač́ınaj́ı daľśı a daľśı soutěže. Publikum jásá i breč́ı, celá událost má perfektńı
atmosféru. Komář́ı souboje jsou tvrdá věc, takže docháźı i k úraz̊um. Zvlášt’, když se
někteř́ı odvážlivci muśı utkat i s člověkem. Nechyb́ı ani teamové zápasy a to pak bývaj́ı
počty závodńık̊u opravdu vysoké. Organizátoři maj́ı velmi těžkou práci a mı́sty se nevyhnou
chybám a problémům v administraci, hlavně když si nešikovně zaṕı̌śı pořad́ı účastńık̊u.

Úloha 5. Vezmeme všechna přirozená č́ısla a poskládáme je za sebou do řady (123456789101112. . . ).
a) Která č́ıslice obsad́ı 1001. mı́sto v řadě?

b) Jestlǐze vezmete těchto 1001 č́ıslic, kolikrát se v nich vyskytne č́ıslo 7?

Jedna z nejobĺıbeněǰśıch discipĺın se ale odehrává v uzavřených prostorách, které jsou
plné r̊uzných překážek, vzdušných proud̊u a v́ır̊u. A této soutěže se v kategorii komář́ıch
dět́ı účastńı i Bzukobrek. I když byste to možná nečekali, tak šance na v́ıtězstv́ı má docela
velké. Od své návštěvy v nemocnici se totiž vyhýbá všemu sladkému a pravidelně cvič́ı.
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Úloha 6. Bzukobrek vstoupil do trojúhelńıkové mı́stnosti o stranách 4n2
+ 1, 4n a 4n2

− 1,
kde n bylo kladné č́ıslo, a ihned začal uvažovat, zdali je mı́stnost pravoúhlá. Uvažoval-li
správně, k jakému došel závěru?

Tato úvaha mu pomohla se v mı́stnosti zorientovat a usnadnila mu splněńı úkolu. Na
prvńı mı́sto sice nedosáhl, ale stř́ıbrnou medaili si domů odnesl a to je na mladého, dř́ıv tak
ufňukaného komára velmi slušný výkon. Nakonec skončila i posledńı discipĺına a spokojeńı
diváci i soutěž́ıćı se začali rozcházet do svých domov̊u a zař́ızeńı určených k bujarým
oslavám. Daľśı den byl letošńı ročńık Komář́ıho souboje v novinách hodnocen jako velmi
úspěšný.
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Kombinatorika

D́ıl čtvrtý

A je tu opět nová série a spolu s ńı i daľśı d́ıl seriálu o kombinatorice. V tomto d́ılu
si řekneme, co jsou to kombinace s opakováńım. Ty se od kombinaćı bez opakováńı,
kterým jsme se věnovali v minulém d́ılu, lǐśı jen v tom, že se v nich prvky mohou opakovat.
Stejně jako u kombinaćı bez opakováńı nám ale nezálež́ı na pořad́ı vybraných prvk̊u. Zde
je jejich přesná definice:

Definice. k-členná kombinace s opakováńı z n prvk̊u je neuspořádaná k-tice sestavená
z těchto prvk̊u tak, že každý se v ńı vyskytuje nejvýše k-krát.

Jejich použit́ı si hned vyzkouš́ıme na př́ıkladu.

Př́ıklad. V obchodě prodávaj́ı čokolády, ĺızátka, bonbóny a lentilky. Kolika zp̊usoby m̊užeme
nakoupit 15 kus̊u těchto sladkost́ı?

Řešeńı. Vyb́ıráme patnáct sladkost́ı ze čtyř r̊uzných druh̊u. U vybraných sladkost́ı nám
nezálež́ı na tom, v jakém jsou pořad́ı. A každou z nich můžeme vybrat i v́ıcekrát. Můžeme
tedy např́ıklad vybrat sedm čokolád, čtyři ĺızátka, troje bonbóby a jedny lentilky. Jedná se
tedy o kombinace s opakováńım. Jak ale spoč́ıtáme, kolik takových kombinaćı existuje?

Uděláme nejprve krok stranou. Každý možný nákup si můžeme představit jako posloup-
nost koleček a oddělovač̊u (svislých čar). Každé kolečko bude představovat jednu sladkost
a oddělovače budou oddělovat jednotlivé druhy sladkost́ı. Např́ıklad nákup, kde je pět
čokolád, osm ĺızátek, žádné bonbóny a dvoje lentilky, takto zaṕı̌seme takto:

○ ○ ○ ○ ○ ∣ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ∣∣ ○ ○

Všimneme si, že každému takovému zápisu odpov́ıdá právě jeden nákup. A protože na
zapsáńı jakéhokoli nákupu potřebujeme právě 15 koleček a 3 oddělovače, můžeme spoč́ıtat
počet všech možných nákup̊u jako počet zp̊usob̊u jak z 18 značek (koleček nebo oddělovač̊u)
vybrat 3, které budou oddělovače (zbylých 15 symbol̊u pak budou kolečka).

Jednotlivá kolečka jsou od sebe neodlǐsitelná (např. kolečko na seznamu, které představuje
čokoládu, je úplně stejné jako kolečko, které představuje ĺızátko), stejně tak jsou navzájem
nerozlǐsitelné i oddělovače. Nezálež́ı nám tedy na pořad́ı vybraných prvk̊u. Počet nákup̊u
tedy můžeme spoč́ıtat jako počet tř́ıčlenných kombinaćı bez opakováńı z 18 prvk̊u. Kom-
binace bez opakováńı jsme se naučili poč́ıtat už v minulém d́ılu, takže už v́ıme, že je jejich
počet roven

18 ⋅ 17 ⋅ 16

3 ⋅ 2 ⋅ 1
= 816.

Sladkosti tedy můžeme nakoupit 816 zp̊usoby.
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Zobecńıme tento postup, abychom uměli spoč́ıtat počet všech k-prvkových kombinaćı
s opakováńım z n prvk̊u. Chceme zjistit, kolika zp̊usoby můžeme vybrat k prvk̊u z n prvkové
množiny, přičemž nám nezálež́ı na pořad́ı vybraných prvk̊u a každý prvek můžeme vybrat i
opakovaně. Opět si každou kombinaci představ́ıme jako posloupnost koleček a oddělovač̊u.
Koleček v ńı bude tolik, kolik prvk̊u vyb́ıráme, tedy k. A oddělovač̊u bude n − 1, protože
právě tolik jich potřebujeme na odděleńı n přihrádek na kolečka. Celkem tedy máme k+n−1
značek a vyb́ıráme z nich n − 1, které budou oddělovači.

K úplně stejnému výsledku ale dojdeme, když spoč́ıtáme, kolika zp̊usoby lze vybrat k
z těchto n + k − 1 značek, které budou tvořit kolečka. Ostatńı značky budou oddělovače.

Počet k-členných kombinaćı s opakováńım z n prvk̊u je tedy stejný jako počet k-
prvkových kombinaćı bez opakováńı z n+k−1 prvk̊u. Opět využijeme znalost́ı z předchoźı
série a zjist́ıme, že počet kombinaćı s opakováńım je

(n + k − 1) ⋅ (n + k − 2) ⋅ (n + k − 3) ⋅ . . . ⋅ (n + 1) ⋅ n

k ⋅ (k − 1) ⋅ (k − 2) ⋅ . . .2 ⋅ 1
.

A nyńı už nastal čas, abyste si vyzkoušeli použ́ıt́ı kombinaćı s opakováńım na seriálové
úloze.

Úloha 7. Kolika zp̊usoby m̊užeme rozmı́stit čtyři stejné kuličky do sedmi krabiček?

Tato aktivita je realizována v rámci veřejné zakázky Pilotńı ověřeńı systému popularizace
technických a př́ırodovědných obor̊u vytvářeńım vazeb vysokých škol na školy nǐzš́ıch stupň̊u,

která je součást́ı IPN Podpora technických a př́ırodovědných obor̊u (PTPO), reg. č.
CZ.1.07/4.2.00/06.0005 . Projekt je spolufinancován Evropským sociálńım fondem a státńım

rozpočtem České republiky.


