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Terḿın Odevzdáńı: 6. 1. 2014

Zač́ıná sv́ıtat a komář́ı královstv́ı se pomalu, ale jistě, probouźı do nového dne. A bohužel
to neńı den jen tak obyčejný, celý komář́ı svět se totiž vzpamatovává ze včereǰśı velké oslavy
královniných narozenin. Samotná Sosanda si dnes pěkně přispala a má takový bolehlav, že
je nepř́ıjemněǰśı než obvykle. . . Největš́ı problémy však má nemocnice U svatého komára.
Od páté hodiny ranńı se před ńı tvoř́ı snad nekonečná fronta pacient̊u a většina má stejný
problém – přecpané břicho k prasknut́ı. Sestřičky se oháńı jak nejv́ıce jim nožky a kř́ıdla
dovoluj́ı a podávaj́ı skomı́raj́ıćım komár̊um zázračný lék.

Úloha 0. Napǐs, z čeho se skládá komář́ı medićına na přecpané břicho (jej́ı složeńı). Popǐs
jej́ı barvu, v̊uni, konzistenci. . . a nakresli, v čem se uchovává.

A zrovna dnes má prvńı svou službu mladá komářice Kř́ıdloléčka. Právě ukončila školu
a je velmi nervózńı. Jej́ı prvńı pacient je malý Bzukobrek, syn zámecké komorné, jenž během
včereǰśı slávy nenápadně uždiboval ze stolu. Ted’ má břicho třikrát větš́ı než normálně
a pláče a pláče. Kř́ıdloléčka hned přǐsla na to, jaký lék mu má předepsat. Ale najednou se
zarazila, zapomněla totiž dávkováńı.

Úloha 1. Komář́ı sestřička v́ı, že má dávkováńı léku pro dospělého komára zmenšit o 72
a t́ım dostane 94 % jeho hodnoty, což je dávka pro komář́ı d́ıtě. Jaké je ale dávkováńı léku
pro dospělého komára?

Naštěst́ı je zběhlá v matematice, a přestože Bzukobrek huláká jak na lesy, po krátkém
zaváháńı problém vyřeš́ı. Pak začne malého nezbedu uklidňovat, slibuje mu hory, doly,
černý les za to, že přestane plakat, hraje mu divadlo o tom, jak odvážný komár saje člověč́ı
krev, ale nic nezab́ırá. Nakonec vzdá všechny své snahy o milé zacházeńı a rozhodne se pro
radikálńı krok - ṕıchnout mu injekci se sérem pro okamžitý a tvrdý spánek. Tato látka je
však umı́stěna ve skladu speciálńıch lék̊u, který je střežen záludným kódem.

Úloha 2. Doplňte do tabulky celá č́ısla tak, aby součet ve všech čtverćıch 2x2 byl stejný.

1 4
6 3

7 2
8 5

Konečně malý pacient usnul a Kř́ıdloléčka se může věnovat daľśım nemocným komár̊um.
Přǐsla ke skupince velmi potlučených a rozhádaných zámeckých služebných, když se jich
ale zeptala, co se přihodilo, každý j́ı tvrdil něco jiného. Sestřička nad takovýmto chováńım
vyvalila svá šedá kukadla. Kdo kdy viděl, aby se dospěĺı komáři chovali h̊uř než takový
Bzukobrek. Musela záhadě přij́ıt na kloub.
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Úloha 3. Komáři A, B, C, D, E, F, G a H vždy mluv́ı bud’ pravdu, nebo lež. Určete, kdo
ľze a kdo mluv́ı pravdu.

• A:
”

Jsou zde minimálně 4 komáři, co mluv́ı pravdu.“
• B:

”
Jestlǐze A a C ľzou, pak minimálně jeden z komár̊u F nebo D mluv́ı pravdu.“

• C:
”

Já i H ľzeme.“
• D:

”
G mluv́ı pravdu.“

• E:
”

A a H mluv́ı pravdu.“
• F:

”
D ľze.“

• G:
”

Jsem krásný, chytrý a každý mě má rád.“
• H:

”
“E ľze a B mluv́ı pravdu.“

Když se Kř́ıdloléčka konečně dozvěděla, co se vlastně stalo, mohla potlučené komáry
ošetřit a napsat zprávu o tomto př́ıpadu. Následně ji šla odevzdat do kanceláře pana
ředitele. Tam se ale srazila ve dveř́ıch s panem vrátným. Ten byl špatný z toho, že v chaosu,
který dnes panoval v nemocnici, nestihl spoč́ıtat, kolik l̊užek bude tuto noc obsazeno
nemocnými a přecpanými komáry. Kř́ıdloléčce ho bylo ĺıto, a tak se nab́ıdla, že mu tu
záhadu pomůže vyřešit.

Úloha 4. Na př́ıjmu v nemocnici přijali g komár̊u ze služebnictva a komár̊u z královské
rodiny o h méně než komár̊u ze služebnictva. Kolik komár̊u celkem z̊ustalo přes noc v nemoc-
nici, jestlǐze 3 komáry z královské rodiny a 1 ze služebnictva nakonec odpoledne poslali
dom̊u?
a) Poč́ıtejte s č́ısly g = 30, h = 10
b) Uved’te obecný výsledek

(Žák̊um 6. a 7. tř́ıd základńıch škol a odpov́ıdaj́ıćıch ročńık̊u v́ıceletých gymnázíı bude
započ́ıtán lepš́ı z př́ıklad̊u a), b); žák̊um 8. a 9. tř́ıd základńıch škol a odpov́ıdaj́ıćıch ročńık̊u
v́ıceletých gymnázíı bude započ́ıtán pouze př́ıklad b).)

Stačilo pár minut a odpověd’ na tento problém byla na světě. Když ji naše sestřička
oznámila panu vrátnému, byl tak št’astný, že j́ı dal velkou pusu. To uvedlo Kř́ıdloléčku do
velkých rozpak̊u, jelikož už byla zadaná. Jej́ı př́ıtel byl velký fešák a živil se jako hĺıdač
ve vězeňské nemocnici. I tady řešili dnes pracovńıci mnoho problémů, protože včereǰśı den
byl rájem pro výtržńıky (tak už to u velkých slavnost́ı bývá) a nočńı můrou pro strážce
zákona. Tento komár Krvobouch zrovna dumal nad jednou otázkou.

Úloha 5. a) Hĺıdač vyráž́ı z bodu A do bodu B. Jaká je nejkraťśı cesta kterou muśı uj́ıt,
pokud se v šedě zbarvené zóně muśı pohybovat kolmo na př́ımky, mezi nimǐz se tato zóna
nacháźı? Proč je tato trasa nejkraťśı? Jak daleko od bodu A je bod, na kterém hĺıdač začne
přecházet šedou zónu? Mimo šedou zónu se m̊uže hĺıdač pohybovat libovolně, ne jen po
vyznačených stranách.
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b) Každou celou minutu vyraźı z počátku hĺıdkové trasy jeden hĺıdač, o sedm minut
později dojde na konec územı́ a po stejné trase se vraćı zpět. Kolikrát se náš hĺıdač během
své cesty tam a zase zpět potká s jiným hĺıdačem v protisměru, v́ıte-li, že prvńı hĺıdač
vycházel v 7:20, náš hĺıdač vycházel v 7:30 a nepoč́ıtáme-li, že se potkal s hĺıdačem v době
svého odchodu z počátku hĺıdkové trasy ani př́ıchodu na toto mı́sto zpět.

(Žák̊um 6. a 7. tř́ıd základńıch škol a odpov́ıdaj́ıćıch ročńık̊u v́ıceletých gymnázíı bude
započ́ıtán lepš́ı z př́ıklad̊u a), b); žák̊um 8. a 9. tř́ıd základńıch škol a odpov́ıdaj́ıćıch ročńık̊u
v́ıceletých gymnázíı bude započ́ıtán pouze př́ıklad b).)

Vrat’me se ale k naš́ı mladé sestřičce. Zrovna ošetřuje komář́ıho dědečka, který má
velkou zálibu v matematice (ostatně jako celé komář́ı královstv́ı) a nejraději ze všeho má
geometrii. Jelikož je ho Kř́ıdloléčce ĺıto, tak se ho snaž́ı povzbudit a zadá mu pro zábavu
zrovna tento př́ıklad.

Úloha 6. Uvnitř obdélńıku ABCD je bod M . Dokažte, že plat́ı

∣MA∣2 + ∣MC ∣2 = ∣MB∣2 + ∣MD∣2.

Dědeček je spokojený, že si má s č́ım lámat hlavu, nemocnice se pomalu vyprazdňuje
a z̊ustávaj́ı jen ti komáři, kteř́ı zde budou spát. Kř́ıdloléčka má za sebou prvńı a velmi
náročný pracovńı den. A stejně jako vy, vše bravurně zvládla. Dorazila domů a nechala si
zdát o panu vrátném. . .



Zadáńı 2. série Školńı rok 2013 / 2014

Kombinatorika
D́ıl druhý

Vı́tejte u druhého d́ılu seriálu o kombinatorice. V tomto d́ılu si pov́ıme, co jsou to
variace. K tomu se nám bude hodit pravidlo součtu a pravidlo součinu, které jsme se
naučili použ́ıvat v minulém d́ılu. Začneme nejprve př́ıkladem.

Př́ıklad. Máme koš́ık ovoce, ve kterém je pomeranč, banán, jablko a hruška. Kolika zp̊usoby
si z něj m̊užeme vybrat jedno ovoce k sńıdani, jedno ke svačině a jedno k obědu?

Řešeńı. Na sńıdani máme na výběr ze čtyř možnost́ı. Na svačinu už si vyb́ıráme pouze
ze tř́ı, protože jeden kus ovoce jsme už snědli. A nakonec si vybereme ovoce k obědu, kde
nám zbývaj́ı už jenom dvě možnosti.

Každou volbu můžeme popsat uspořádanou trojićı. Prvńı prvek této trojice bude ovoce
ke sńıdani, druhý prvek ovoce ke svačině a třet́ı prvek ovoce k obědu. Prvńı prvek můžeme
vybrat čtyřmi zp̊usoby, druhý po výběru prvńıho třemi zp̊usoby a třet́ı po výběru prvńıch
dvou dvěma zp̊usoby. Pomoćı pravidla součinu snadno urč́ıme, že ovoce si můžeme vybrat
4 ⋅ 3 ⋅ 2 = 24 zp̊usoby.

Každé z těchto uspořádaných trojic, která nám ř́ıká, jakým zp̊usobem jsme si ovoce
vybrali, se ř́ıká tř́ıčlenná variace bez opakováńı. V našem př́ıkladu jsme vlastně poč́ıtali
počet tř́ıčlenných variaćı ze čtyř prvk̊u. Pojd’me si nyńı variace přesně definovat a zobecnit
vzorec pro počet variaćı.

Definice. k-členná variace bez opakováńı z n prvk̊u je uspořádaná k-tice sestavená z těchto
prvk̊u tak, že každý se v ńı vyskytuje nejvýše jednou.

Pokud chceme spoč́ıtat počet k-členných variaćı bez opakováńı z n prvk̊u, tak budeme
postupovat stejným zp̊usobem, jako při vyb́ıráńı ovoce. Každá variace je uspořádaná k-tice,
jej́ıž prvńı prvek můžeme vybrat n zp̊usoby, druhý po výběru prvńıho už jen n−1 zp̊usoby,
třet́ı po výběru prvńıch dvou n− 2 zp̊usoby. . . až k-tý po výběru všech předchoźıch prvk̊u
n−k+1 zp̊usoby. Z pravidla součinu pak vyplývá, že počet k-členných variaćı bez opakováńı
z n prvk̊u je n ⋅ (n − 1) ⋅ (n − 2) ⋅ . . . ⋅ (n − k + 2) ⋅ (n − k + 1).

Těmto variaćım se ř́ıká variace bez opakováńı, protože se v nich prvky nemohou opako-
vat. Někdy se ale může stát, že se prvky opakovat mohou, jako třeba v následuj́ıćım
př́ıkladu.

Př́ıklad. Kolik r̊uzných PIN kód̊u m̊uže mı́t kreditńı karta, pokud je PIN kód složený ze
čtyř č́ıslic v rozsahu 0 až 9?

Řešeńı. Každý PIN kód můžeme popsat uspořádanou čtveřićı, jej́ımiž prvky budou jed-
notlivé č́ıslice. Prvńı č́ıslici vyb́ıráme z deseti možnost́ı. Druhou po výběru prvńı také
z deseti možnost́ı, stejně tak třet́ı i čtvrtou po výběru všech předchoźıch č́ıslic. Z pravidla
součinu vyplývá, že kreditńı karta může mı́t 10 ⋅ 10 ⋅ 10 ⋅ 10 = 104

= 10 000 r̊uzných PIN
kód̊u.
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Takovýmto variaćım, kde se prvky mohou opakovat, se ř́ıká variace s opakováńım a
jsou definované takto:

Definice. k-členná variace s opakováńım z n prvk̊u je uspořádaná k-tice sestavená z těchto
prvk̊u tak, že každý je v ńı nejvýše k-krát.

Počet k-členných variaćı s opakováńım z n prvk̊u budeme opět poč́ıtat pomoćı pravidla
součinu. Prvńı prvek variace vyb́ıráme z n možnost́ı, druhý po výběru prvńıho také z n
možnost́ı. . . až k-tý po výběru všech předchoźıch také z n možnost́ı. Počet těchto variaćı
je tedy n ⋅ n ⋅ . . . ⋅ n (součin k činitel̊u) neboli nk.

Př́ıklad. Kolik existuje r̊uzných č́ısel od 1 do 1 000, které se skládaj́ı pouze z č́ıslic 2, 4, 6
a 8?

Řešeńı. Č́ısla si můžeme podle pravidla součtu rozdělit do skupin podle počtu č́ıslic, a pro
každou tuto skupinu určit zvlášt’ jej́ı počet. Jednociferná č́ısla jsou zřejmě čtyři, čtyřciferné
neńı žádné. Pro dvojciferná (resp. trojciferná) č́ısla vlastně poč́ıtáme počet dvojčlenných
(resp. trojčlenných) variaćı s opakováńım ze čtyř prvk̊u, kterých je 42 (resp. 43). Celkem
tedy existuje 4 + 42

+ 43
= 4 + 16 + 64 = 84 takových č́ısel.

Nyńı si můžete zkusit použ́ıt variace sami na seriálové úloze.

Úloha 7. Kolika zp̊usoby můžeme sestavit vlajku tvořenou ze tř́ı r̊uznobarevných vodor-
ovných pruh̊u, pokud máme na výběr z červené, modré, žluté, b́ılé a černé látky? Kolik
z těchto vlajek obsahuje červený pruh?

Tato aktivita je realizována v rámci veřejné zakázky Pilotńı ověřeńı systému popularizace
technických a př́ırodovědných obor̊u vytvářeńım vazeb vysokých škol na školy nǐzš́ıch stupň̊u,

která je součást́ı IPN Podpora technických a př́ırodovědných obor̊u (PTPO), reg. č.
CZ.1.07/4.2.00/06.0005 . Projekt je spolufinancován Evropským sociálńım fondem a státńım

rozpočtem České republiky.


