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1. série



Ahoj!

Bavi t& matematika? Mas rad/a feSeni problémii, u kterych musis pouzit hlavu? Divas
se na SPZ aut a v8imas si téch, které jsou délitelné deviti?

Pokud byla alesponi jedna z odpovédi ano a ty sam/sama jsi jesté na zakladni skole
(nebo v odpovidajicim ro¢niku viceletého gymnazia), pak je KoMaR ur¢ité skvély zptisob,
jak travit néjaky ten volny ¢as. PTi feSeni ziskas skvélou praxi, a pokud budes aspésny /4,
rozhodné té neminou hezké ceny. Navic, kdyZ s ndmi pojedes na soustfedéni, miizes potkat
spoustu zajimavych lidi, zahrat si paradni hry a dozvédét se i néco zajimavého z matema-
tiky. Mas chut to zkusit? Tak do toho!

Chystané podzimni soustiedéni se bude konat o vikendu 17.-19. 10. a ptihlaSovani
spustime na nasich strankach uz 1. zafi. Tak si termin poznac¢ v kalendaii a pFijed. Moc se
na tebe t&sime!

Regenf je mozné odevzdavat pouze online, prostfednictvim naSich webovych stranek
(komar.math.muni.cz/upload.php), a to bud zpracované v textovém editoru, nebo
psané ru¢né a oskenované. Kazdou tdlohu je nutné odevzdat zvlast, nadepsanou jménem,
pifjmenim a ¢islem tlohy. Ulohy je mozné odevzdavat ve formatu PDF nebo jako obréazek
(PNG, JPG, JPEG). Az tvoje tlohy opravime, posleme ti zpravu emailem. Pro odevzdavani
feSeni je nutné se na naSich strankach zaregistrovat, a to i pokud jsi fesil/a KoMaRa uz
loni.

Dalsi informace nalezne$ na naSich strankach komar.math.muni.cz. Mimo jiné se
tam nachéazi emaily organizatorli, na které se muzes obracet s pfipadnymi dotazy ohledné
seminare.

Hodné stésti nejen pii feSeni KoMaRa preji Matous, Petra, Mojmir, Pavel, Svatka,
Tobik, Ashok, Zuzka, Tynka, Petr, Arne, Michal a Verca.
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Jak resit

V kazdé sérii je osm piikladi, cilem v8ak neni vyfeSit v8echny, proto nevihejte poslat byt
i jediné feSeni nebo jeho nastin. Abyste za sva odevzdana feSeni obdrzeli co moznéa nejvice
bodi, je potifeba nejen tlohu vyfesit, ale zejména FeSeni spravné a srozumitelné sepsat.
Protoze vime, Ze mnozi z vas se s podobnymi tlohami setkivaji poprvé a zformulovat
dobie TfeSeni neni jednoduché, shrnuli jsme pro vas to nejdilezitéjsi, co je potfeba pred
odevzdavanim tloh védét.

Vasim cilem je vzdy zodpovédét otazku ze zadani. VEtsinou vSak pouze vysledek nestadi,
je potieba dokazat, ze méte pravdu a Ze jste nasli v8echna feSeni. Opravujici z vaseho
feSeni musi pochopit logické uvahy, které k vysledku vedly; pokud odevzdate pouze zmét
rovnic, aniz byste vysvétlili, jak jste k nim dogli, nedostanete plny pocet bodu. Zaroven i
pokud vaSe FeSeni nebude kompletné spravné, muzete ziskat body diky nékterym dilezitym
myslenkam, které by k TeSeni vedly. Nebojte se tedy odevzdat tifeba i jen naznak TeSeni,
pokud nevite, jak dal.

Mizete se setkat s riznymi druhy prikladi a ke kazdému z nich je potieba pfistupovat
trosku jinak:

e Kolik... / vypocitejte obsah. .. / zjistéte polomér. ..

Vétsina dloh po vas bude chtit jako vysledek néjaké ¢islo. V takovém piipadé je
potieba jej najit, ale také dokazat, Ze jste nalezli FeSeni vSechna a Zadné jiné cislo
feSenim byt nemiize. Toho 1ze docilit dvéma zptisoby. Nejcastéji se setkame s tim, ze
pomoci logickych tvah dojdeme k podminkam, které pro naSe feSeni museji platit.
To mohou byt rovnice, nerovnice nebo tifeba podminka, Ze nami hledané ¢islo je
prvocislo. Na jejich zakladé pak najdeme vSechna FeSeni a muZeme mit jistotu, Ze
jsme na zaddné nezapomnéli. Dal§im zpiisobem, jak takovou tlohu vyfTesit, je feSeni
odhadnout a potom dokazat, Ze je jediné. To ovSsem byva komplikovanéjsi a ve vétsiné
pripadi se néco takového dokazuje slozité.

e Vypliite tabulku. ../ vyfeSte hlavolam. ../ doplite. ..
Uloha &islo jedna typicky byva néjakym logickym hlavolamem, jako je tieba sudoku.
Pokud si tloha zada pouze vyplnéni tabulky podle uréitého pravidla, staci takové
vyplnéni najit, nemusite kazdy krok popisovat a vysvétlovat.

e Dokazte. ../ ukazte, ze plati. ..

U takovych tloh je potfeba logickymi kroky dokézat platnost néjakého tvrzeni, po-
piipadé ji vyvratit. Pokud chcete ukazat, Ze néjaké tvrzeni nenf pravdivé, staci najit
protiptiklad. Naopak to ovSsem neplati. Nestac¢i vyzkouset velké mnozstvi moZnosti
a prohlasit, ze jelikoz pro né tvrzeni plati, bude platit vzdycky.

Nejzakladnéjsi metodou, jak néco dokazat, je takzvany pfimy dikaz. V takovém pii-
padé vychazime z néjakych pravdivych pfedpokladi a postupnymi logickymi ivahami
z nich vyvozujeme dal3i zavéry, az se dostaneme k tvrzeni, které jsme chtéli dokazat.
Dalsim uzite¢nym zpusobem je diikaz sporem. Pokud napftiklad chceme dokézat, Ze
néjaké celé ¢islo je sudé, podivame se, co by se stalo, kdyby bylo liché. Pokud se
nam podafi ukazat, ze v takovém pripadé dojdeme k néjaké hlouposti, tedy sporu,
dokézali jsme, ze liché byt nemtze, a bude proto sudé.

e Vyjadrete. ../ spoclitejte obecné...
Miuze se stat, Ze po vés tloha bude chtit, abyste spocitali néjakou hodnotu, ale misto
konkrétnich ¢isel v zadani najdete jen proménné (pismenka). V takovém piipadé je



vasim tukolem vysledek vyjadfit pomoci téchto proménnych (miZze vam tak tieba
vyjit, Ze ¢islo, které hledate, je 2a + 1). Zkuste postupovat stejné, jako byste misto
pismen pocitali s ¢isly (pokud vam to pomuze, klidné si tlohu prvné spocitejte pro
né&jaké konkrétni hodnoty; nezapomeite ji potom ale vy¥esit i obecné). Je také tieba
pamatovat na to, abyste pro vyjadreni pouzili pouze proménné, které znate ze zadani,
a ne ty, které jste si sami zavedli.

Ve v8ech piipadech dbejte na to, aby vaSe logické tivahy na sebe navazovaly a abyste je
sepsali tak, ze opravujici vas tok myslenek pochopi. Zejména si dejte pozor na nésledujici:

e Ziejmé& / urcité / musi platit
Nékteré véci opravdu jsou ziejmé a neni potieba je dopodrobna vysvétlovat. Casto
ale v FeSenich nachazime nedokéazana tvrzeni, u nichz nejsme schopni posoudit, jestli
jim Tesitelé opravdu rozumi a dikaz jim pfijde triviadlni, nebo je pouze odhadli. Pokud
si nejste jisti, vzdy kazdou myS8lenku radsi rozepiste, at zbytecné nepfichéazite o body.

e Znama tvrzeni
Béhem feSeni je povoleno pouzivat internet i ucebnice matematiky a casto existuji
vzorecky, které vam s feSenim mohou pomoci. (U komplikovanégjsich tloh dokonce
v napovédé odkazujeme na véty, které se pro vyfeSeni hodi znat.) Pokud néjakou
vétu nebo vzorec pouzivate, odkazte se na ni, at opravujici pozna, kde se dany vztah
objevil. Takové tvrzeni ve svych FeSenich samoziejmé dokazovat nemusite.

e Reste pro obecné piipady
Pokud mate dokazat, Ze néco plati v trojuhelniku, je potfeba pracovat s obecnym
trojahelnikem. Nestaci si néjaky trojuhelnik zvolit a ovérit platnost v tomto jednom
konkrétnim piipadé, vasim tkolem je ukazat, Ze dané tvrzeni plati vzdy.

e Dikaz rysem neni dikaz
S diikazovymi tilohami se setkavame i v geometrii. Pracujte se shodnymi trojihelniky,
dopocitavejte thly, obsahy, hledejte podobnosti. Nestaci vSak tlohu narysovat a vy-
sledek zméfit. I kdyz se budete snazit sebevic, rys nikdy nebude tplné pfesny, a nelze
ho tedy povazovat za dikaz. Zejména to potom plati pro pripady, kdy pracujete s
néjakym obecnym tutvarem.

e Nebojte se priznat, Ze néco nevite
Je mozné, ze se vam podaii vymyslet vétsinu dikazu, ale né&jaky dilezity krok vam
nepijde dokézat. V takovém pripadé je naprosto v pofadku to do FeSeni napsat
a odevzdat ho netplné. I za Cast TFeseni muZete ziskat vice bodl nez za samotny
vysledek a neni zadna ostuda na nékteré véci nepfijit. Ulohy jsou pro zakladogkolaky
opravdu tézké a nalezeni i jen Casti spravného feseni je velky tspéch.

e Nezapomente se podepsat!
Diky elektronickému odevzdavani uz neni potieba na kazdy papir vypisovat adresu,
ro¢nik nebo 8kolu, prekontrolujte si ale prosim, Ze vaSe FeSeni ma hlavicku s vasim
jménem a ¢islem tdlohy. Pomtize nam to pfi opravovani a taky v pripadé, ze své feSeni
omylem odevzdate ke Spatné tloze.

Pokud si né¢im nebudete jisti, tfeba béhem sepisovani feSeni, nebo vam nebude jasné, pro¢
jsme vam strhli néjaké body, muZzete se na nés obratit pies e-mail a radi vam poradime
a vie vysvétlime :-).



Priklady a bodovani
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obdrzet az 2 body, za 1.—5. muZete obdrzet az 5 bodd, za 6. az 6 bodu a za 7. az 7 bodu.
Aby nebyli Zaci vyssich tiid prilis zvyhodnéni, tak jsme se rozhodli body prepocitavat podle
nize uvedeného vzorecku:

Ty =/ (m +km)2 + (km)2 — (xz, —m — km)2 — km,

kde x, je vysledny pocet bodu za sérii, x, je soucet ziskanych bodt za vSechny tlohy a m
je maximalni mozny pocet bodii za sérii (tedy 40 bodi). k je koeficient zavisly na ro¢niku
podle nésledujici tabulky:

Roénik Hodnota

6. 1.4
7. 2,3
8. )
9. 35
7 r=6
2219 r=7
201 P r=9

r....roénik

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 M0 ¥z
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Zadani prvni série
Termin odevzdani: 3. listopadu
Bylo jednou jedno Ptac¢i kralovstvi. V ném zilo v8elijaké ptactvo. Slepice ovSem ne.
Ty zily v sousednim Slepicinci, kde byly chovany na vajicka. éasy, kdy koCovné kmeny
slepic podnikaly najezdy na ptaci vesnice, uz jsou davno pry¢. Kdyz moudry Zobal, kral
z dynastie Zobalovci, sepsal sviij zakonik, zavladl v Ptac¢im krélovstvi véény mir. Pocet
opefencii se zvySoval, vesnice se rozrustaly v mésta... Zkratka zemé prosperovala. Nej-
vyznamnéjsi ze sidel, Ptaci Ostrov, se stal védecko-kulturnim centrem krélovstvi, kam se
sjizdéla inteligence z celého svéta.

Pravé na predmésti Pta¢iho Ostrova zil v jednom zapadlém hnizdé maly ptacek Pip.
Nebyl to tplné obycejny ptacek, protoze jeho maminka byla straka jménem Pejpa a jeho
tatinek byl sykorédk Pejp. Navic mél velmi netypickou zafivé oranzovou barvu pefi.

Uloha 0. Umélecky zndzorni, jak vypadd Pip.

Pip to nemél lehké, mistni ptac¢ata se mu smaéla, ze je kiiZenec a jeho matka je straka
zlodéjka. To ale viibec nebyla pravda. Pejpa sice pracovala ve zlatnictvi, ale nikdy nic
neukradla. Vétsina opefenct ale véfila vice na povéry nez vlastnimu rozumu. Kromé toho,
Ze straky kradou, si tfeba mysleli, Zze kdyZ jim ¢erna kocka pfebéhne pfes cestu, znamené
to smutlu. Uz tomu bude pér let, co nékdo naposled spatfil kocku.

Z uvah o ko¢kach Pipa vyrusil kiik z n&jakého blizkého hnizda. ,,Chytte zlodg&je!“ pipal
podrazdény hlas. Pip chtél priletét na pomoc (i kdyZz jesté neumél létat), ale nevédél,
ze kterého hnizda kiik vychézi.

Uloha 1. Toto je mapa ptacich hnizd. Dopliite do kazdého policka pocet ptdackd tak, aby
se v kazdém vdadku 1 sloupct vyskytovalo kaZdé z cisel 1-6 prdvé jednou a platily v tabulce
zaznacené nerovnosti mezi ¢isly. U této wlohy neni potreba uvddét postup Feseni.

3 <
V
Vv A A
<
6 <
A vV
5
1
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»,Nech to na mné!* pejpnul otec Pejp a odpejpal pryé. Stacilo mu dvoji mavnuti kiidly
a vznesl se nad vSechny stromy. Z vysky hned uvidél doty¢né hnizdo. Stara sojka zoufale
kricela, zatimco ji mizela vejce z hnizda. Zprvu se zdalo, Ze mizi Gplné sama, ale jak se
Pejp snesl nize, uvidél ty dva zlodéjicky, uli¢niky, rostéky, poberty, budizkni¢emy, opefence
vypelichané.

Uloha 2.  V hnizdé je na kruznici rovnomérné rozmisténo 4n+2 vajec (tedy pocet délitelny
2, ale ne /). Zlodéji StrakdZ a PakdZ hraji hru, kdy stFidavé odebiraji po dvou wvejcich
z hnizda jednim z ndsledujicich zpisobi:

e Odeberou 2 sousedni vejce (vejce, mezi kterymi na zacdtku leZel nenulovy pocet vajec,
které ale byly odebrdny, se pofdd nepovazuji za sousedni).

e Odeberou 2 vejce, kterd jsou presné naproti sobé (primka, kterd je spojuje, prochdzi
stredem kruznice).

Ten, ktery nemize brdt, prohrdvd. Zacind Strakdz. Ukazte, Ze Strakdz md vyhernd strategii,
tedy Ze dovede vidy vyhrat, nehledé na to, jak hraje PakdZ.

Pejp vidél, Ze sdm na né nestaci. Byli totiz dva a on byl jen jeden. Zatelefonoval proto
rychle ptaci policii. Za chvili pfiletél velky ¢erny havran v policejni uniformé&. ,Pip, pip,
tady je ptaci policie! Co se tady d&je?!” zakrakal policista. Strakiz a Pakaz se lekli, nechtéli
prece skoncit v kleci, a zacali rychle vracet vSechna vejce zpét do hnizda. ,,Vy zlodéjicci,
uli¢nici, rostaci, pobertové, budizknicemové, opefenci vypelichani! Tohle je naposled, co
jsem vas vidél krast, pfisté pujdete do klece!“ zahimél havran a zlodé&ji radéji vzali kiidla
na ramena. Dobfe si ale zapamatovali, kdo byl ten ptak, co na né policii zavolal.

Pip se mezitim chystal, Ze ptjde dalsi den poprvé do skoly. Jeho maminka Pejpa se
o n&ho bala a nechtéla ho pustit samotného. Skola byla aZ na vzdaleném Ptac¢im Ostrové
a malicky Pip jesté ani neumél létat. Proto si Pip musel sehnat nékoho, s kym by Sel.
Potfeboval ovSem, aby ten nékdo byl nesoudélny, protoze pak by se s nim nemusel délit
o svadinu.

Uloha 3. Hieddame dvé nesoudélnd piirozend cisla, jejichZ soucet je roven 100. Kolik ta-
kovyjch dvojic ¢isel existuje?

Nastésti se nasel sousedovic Cirik, ktery mél shodou okolnosti taktéz jit poprvé do skoly.
Dohodli se tedy, Ze piijdou spolu.

Vyrazili jiz o Sesté rano, aby se dostali do skoly vcas. V Ptac¢im kralovstvi se chodi
na sedmou, aby ptaci mohli mit deset vyucovacich hodin a zaroven stihli vecefi. Cesta to
byla vskutku naro¢na. Nejprve §li kolem stavenisté, kde probihala vystavba novych hnizd.
Pak odbocili na pole, kde se mélem ztratili ve vysokém porostu obilnin. Trvalo jim notnou
chvili, nez nagli cestu k malému rybnicku. Prosli kolem Cépovy zabi farmy a pokracovali
dal lesem. Je znamy fakt, Ze ptaci létaji vzduSnou carou. Pip s Cirikem oviem museli
obchézet prekazky, které by jiny preletél. Kdyz uz si mysleli, Ze maji nejhorsi za sebou, do
cesty se jim postavila hora.
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Uloha 4. Méjme horu ve tvaru pravidelného kuzele s kruhovou podstavou o poloméru
1 em magict vijsku 2 cm.

e Pip horu obejde na druhou stranu po obvodu podstavy (pilkruznice).

o Cirik vystoupd néjakou vzddlenost po pldsti smérem k vrcholu, poté obejde zbytek po
pulkruznici rovnobéiné s podstavou a sestoupd nejkratsi cestou po pldsti zpét dolii.

Oznacme h > 0 vysku, do které Cirik vystoupal.
Kterd z osob projde svou trasu diiv v zdvislosti na h? Obé osoby se pohybuji stejnou nenu-
lovou rychlosti. Jakd by musela byt viyska hory (kladnd), aby byl vysledek jiny?

Kazdy svou cestou zdarné piekonal horu a dole na sebe pockali. Pfed sebou méli posledni
prekézku, obrovské jezero, uprostied kterého lezel Ptac¢i Ostrov. Pro vét8inu ptaki by to
nebyl zZadny problém, nebot by jezero jednodusSe pieletéli, ale jak uz zde bylo fe¢eno snad
tisickrat, Pip ani Cirik jesté neuméli létat. NagtSsti na ostrov vedl i dlouhy dievény most,
po kterém obchodnici prevazeli tézké zbozi. Do mésta vozili napriklad obili, Zizaly, material
na stavbu hnizda nebo rum. Z mésta se vraceli bud s penézi, nebo drahymi vyrobky od
mistnich firem.

,2Kam jdete?“ zeptal se Pipa a Cirika strazny na mosté, prestoze odpovéd byla ziejmaé.
,My jdeme do 8koly na Ptac¢i Ostrov,” pipl Pip. ,,To je p¥ili§ neuréité, uvedte prosim jeden
ze sta tisic divodu své cesty,” nedal se odbyt strazny, podavaje jim dlouhy seznam.

Uloha 5. Pip si vybral cislo x € {1,...,100000} a vsiml si, Ze zdpis cisla % md posledni
nenulovou cifru za desetinnou éirkou na k-té pozici (je jich tedy jen koneéné mnoho). Jaké
nejuétsi miZe k byjt?

Strazny si poznamenal ¢islo divodu, které mu Pip fekl, a pustil je na most. Cesta po
mosté byla nebezpecna, protoze most byl tzky a kymécel se ve vétru. Nakonec se jim
podafilo dostat na druhou stranu, aniz by pfisli do styku s dihydrogenem monooxidem.
Kdyz vstupovali méstskou branou, Cirik si vsiml, Ze hodiny na vézi ukazuji za pét minut
sedm. Museli si pospisit, paklize nechtéli prijit pozdé, pomyslel si. Ptac¢i Ostrov byl velice
vyspélym méstem, proto méli na kiizovatkach Sipky. Podle nich Pip s Cirikem stihli dobgh-
nout ke skolni budové, pravé kdyz skolnik zamykal. ,,Ani nevite, jak obrovské mate Stésti!*
zakrakal. Ted potiebovali co nejrychleji najit svoji t¥idu. Dosli k néjakym dverim. ,, Tohle
je urcité nase tiida,” povida Cirik. Pip na nic necekal, oteviel dvere a vstoupil. Prvni, ¢eho
si v8iml, byl piiklad na tabuli:

Uloha 6. Najdéte vSechna redlnd teseni dvou rovnic o trech nezndmijch.:

Tty =2,
xy—zgzl.

,, Vitejte, pane kolego,“ ozval se hlas od ucitelského stolu. Pip si v8iml, Ze ptacci ve tridée
jsou mnohem vétsi nez on. Doslo mu, Ze je ve Spatné tfidé, a tak honem pipnul: ,,Pardon,
j& vés nerad vyrusil, hned odchézim.“ ,V tom pripadé vam piSu brzky odchod,” opét se
ozval ten hlas. To uz ale byl Pip zpatky na chodbé. , Asi jsem se spletl,* ekl éirik, »heni
to 1. A, ale 10. A.“ To je v pohodé, nic se nestalo,” odpovédél Pip a §li dal po chodbé.
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Prosli kolem rtznych tiid, skolni jidelny, télocvi¢ny, sklepa i feditelny. Svoji tiidu ale ne
a ne najit. Nakonec se dostali az na skolni dvir. Byla to rozlehla plocha, uprostied které
stalo hristé. Na ném zrovna néjaci starsi ptacci pod dohledem télocvikare 1étali na cas. Az
ted si Pip s Cirikem v&imli, jak velka je Skolni budova.

Uloha 7. Skolni budova md tvar pyramidy, jako je na obrdzku, pro kterou plati, Ze
kostka, kterd stoji nad dvema kostkami pod ni, obsahuje soucin c¢isel v téchto dvou kostkdch.
Vsechna cisla v kostkdch jsou prirozend a nahote je ¢islo 3414015. Kolik je mozZnosti, jak
miZe vyplnénd pyramida vypadat?

3414015

»NaSe tfida bude asi iplné nahote,* napadlo Pipa. Zamifili proto k nejblizsimu schodisti.
Stoupali ¢im dal vys, az se dostali na stfechu. Bylo to nebezpeéné misto, nebot mu chybélo
zébradli. Architekti zfejmé zapomnéli, ze do Skoly chodi i mali ptacci, ktefi jestd neumi
létat. Na druhé strané stifechy byla posledni kostka pyramidy. Nastésti méla vstup, a tak ti
dva mali ptac¢ci mohli vejit do kratké chodby. Bylo tam jen par dvefi, ale hned na prvnich
bylo napséno:

TRIDA 1. A

Pip s Cirikem se nadechli, vstoupili do dveri a pak...

POKRACOVANI V PRISTI SERII



