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ReSeni 5. série

Uloha 1. Havran obchoduje s klobouky a destniky. V Kloboukovicich (K ) se dd klobouk koupit
za 2 penize a deStnik prodat za 8 penéz. V Destnikové (D) se dd klobouk prodat za 3 penize
a destnik koupit za 6 penéz. Havran cestuje mezi mésty v tomto poradi

K—-D—K-—-D—-K-—-D—K

a pTi kaZdé ndvsteve mesta vZdy prodd vSechno zboZi, které md, a nakoupt tolik zboZi, na kolik mu
staci penize. Kolik musi mit na zacdtku penéz, aby na konci mél aspon 36 penéz?

ReZeni:
Havran vzdy kupuje co nejvétsi mnozstvi zbozi, tedy mezi mésty prevazi mensi obnos penéz,
nez je kupni cena. Jelikoz se zbozi kupuje levnéji, nez se prodava, je prevazené mnozstvi penéz
vzdy mensi neZ cena, za kterou se dalo koupit previzené zbozi. MiiZzeme proto potiebné mnozstvi
pénéz pocitat odzadu.

e Havran konéi po tfech cestach v Kloboukovicich s minimalné 36 = 4 - 8 4+ 4 penézi. Proto
do nich dovezl minimalné 4 destniky a 4 penize k tomu (pfipadné misto téchto penéz mohl
mit dalsi destnik). Na koupi 4 destniku v Destnikové potieboval 4 - 6 = 24 penéz, pied
nakoupenim destnikt v DesStnikové tedy musel mit aspon 24 4+ 4 = 28 penéz.

e Havran mél pii tieti navstévé Destnikova aspon 28 = 9 -3 + 1 penéz, dovezl do néj tedy
minimalné 9 klobouk a 1 peniz (nebo dalsi klobouk). Na koupi 9 destniki v Kloboukovicich
potfeboval 9 - 2 = 18 penéz, musel tedy mit asponn 18 + 1 = 19 penéz.

e Po dvou cestach mél havran v Kloboukovicich aspoit 19 = 2-84-3 penéz, dovezl do néj tedy
minimélné 2 destniky a 3 penize (nebo dalsi destnik). Na to musel pfedtim v Destnikové
mit aspon 2 -6 + 3 = 15 penéz.

e Pii druhé navstévé Destnikova mél havran aspon 15 = 5 - 3 penéz, dovezl do néj tedy
miniméalné 5 kloboukti. Na to musel predtim v Kloboukovicich mit aspon 5 -2 = 10 penéz.

e Po prvni cesté mél havran v Kloboukovicich aspon 10 = 1-8 4 2 penéz, dovezl do néj tedy
minimélné 1 destnik a 2 penize (nebo dalsi destnik). Na to musel pfedtim v Destnikové
mit asponn 1-6 + 2 = 8 penéz.

e Pii prvni navstévé Destnikova mél havran aspon 8 = 234 2 penéz, dovezl do néj tedy mi-
niméalné 2 klobouky a 2 penize (nebo dalsi klobouk). Na to musel predtim v Kloboukovicich
(tedy na zacatku) mit asponi 2 -2+ 2 = 6 penéz.

Havran musel na zac¢atku mit aspon 6 penéz.
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Uloha 2. Mam t7i po sobé jdouci pFirozend c¢isla, proni z nich se zapise v Sestndctkové soustavé

v v

pouze jednou ¢islici. Treti z nich je prvocislem. Soucet vSech téchto tii cisel je délitelny osmi.
Jaka po sobé jdouct ¢isla mam?

Reseni:
Prvni ¢islo jde zapsat v Sestnactkové soustavé jednou ¢islici, takZze prvni ¢islo musi byt mezi 1

VVVVV

Treti ¢islo je prvocislem, takZe mezi 3 a 17 vybereme pouze prvocisla (¢islo je o dva vySsi nez
prvni ¢islo z po sobé jdoucich ¢isel). Coz jsou: 3, 5, 7, 11, 13, 17.

VypiSeme mozné trojice z téchto prvocisel, kdyz vime, Ze tato tii ¢isla jdou po sobé:
e 123
e 345
e 567

91011

11 12 13

e 1516 17

Vys8i kombinace uz byt nemohou, protoze prvni &islo je mezi 1 a 15.

Soucet v8ech t¥f po sobé jdoucich ¢isel ma byt délitelny 8. Zkontroluji tuto vlastnost u zjisténych
moznych trojic.

e 1+2+3=6

e 3+4+5=12

e 5+6+7=18

e 9+10+11=30
e 11 +12+4+13 =236
e 15+16+17 =48

Jediny soucet délitelny 8 je posledni, a to ¢islo 48.

Vsechny vlastnosti spliiuje pouze jedna trojice po sobé jdoucich ¢isel, a to 15, 16, 17.
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Uloha 3. Mé¢jme n muslicek v Fadé. Do nékteré z muslicek pocinaje casem t = 0 vidy po 1s
ddme drahokam. Ten z ni vyymeme po dalsich 2s. Pravidla umistovdnt jsou takovd, Ze:

o Zdadnd muslicka v sobé nemd vice neZ jeden drahokam soucasné,

o drahokam nesmi bijt vloZen do muslicky, jez byla bezprostiedné piredtim uvolnénd (do muslicky
nemize byt vloZen drahokam v case ty, pokud z ni byl v case t; jiny drahokam vyjmut),

o Zdidné dve muslicky vedle sebe nesmi soucasné obsahovat drahokam (mize byt viak z jedné
muslicky v case ty drahokam vyjmut a do vedlejsi muslicky v case ty vloZen),

e drahokamy se umistuji okamzité po uplynuti 1s, stejné tak jsou odebrdny okamZzité poté, co
uplynou 2s.

Kolik neyméné must byt muslicek, aby bylo vyse uwvedenym zpiisobem mozné umistovat drahokamy
donekonecna?

Priklad: pro ¢étyri muslicky miZe stav vypadat ndsledovné (umistime drahokam do 1., potom do
4. a potom do 2. muslicky):

1. sekunda: Plnd—Prdzdnd—Prdzdnd—Prdzdnd
2. sekunda: Plnd—Prdzdnd—Prdzdnd—Plnd

3. sekunda: Prazdnd—Plnd—Prdzdnd—Plnd

Reseni:
Uloha je symetricka, tedy vlastnosti prvni muslicky zleva plati symetricky pro prvni muslicku
zprava.

Oznaéme si vzdy muslicky po fadé pismeny A, B, C, ...

e 1 muslicka (n = 1): Na zacatku (f = 0) do muslicky A umistime jeden drahokam, ktery
bychom méli vyjmout v ¢ase t = 2. V €ase t = 1 musime umistit druhy drahokam, avsak
jedina muslicka je plna, tedy tato moZnost nelze.

e 2 muslicky (n = 2): Na zacatku (¢ = 0) do muslicky A umistime jeden drahokam, ktery
bychom méli vyjmout v ¢ase t = 2. V Case t = 1 musime umistit druhy drahokam, ten
bychom chtéli umistit do volné muslicky B, avSak to by byly dva drahokamy vedle sebe,
tedy toto nelze. Uloha je symetricka, tedy umistit drahokam na zacatku do muslicky B
dopadne stejné.

e 3 muslicky (n = 3): Nyni mtuZeme zacit dvéma zptusoby, bud umistime prvni drahokam do
nékteré z krajnich muslicek (A, C), nebo do prostiedni (B).

— Krajni muslicka (feknéme A): V ¢t = 0 umistime drahokam do A, v ¢ = 1 musime
umistit druhy drahokam — do B nemiizeme, protoze by byly dva drahokamy ve vedlej-
§ich muslickach, tedy jej umistime do C. V Case t = 2 musime umistit tfet{ drahokam.
Nyni pravé zmizel drahokam z muslicky A, ale v muslicce C drahokam stale je. Ne-
mame tedy kam umistit, protoze v B by byly dva drahokamy vedle sebe, zatimco v A
bychom porusili pravidlo, Ze nesmi byt do muslicky umistén drahokam bezprostiedné
poté, co z ni byl jiny vyjmut.

— Prostfedni muslicka (B): V ¢ = 0 umistime drahokam do B, v t = 1 musime umistit
druhy drahokam, ale A i C jsou vedle B, tedy neumistime.
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Pro 3 muglicky tedy také nemitizeme umistovat donekone¢na.

e 4 muslicky (n = 4): Opét muzeme zacit dvéma zpusoby, bud umistit do vnéjsich muslicek
(A, D), nebo do vnitinich muslicek (B, C).

— Vnejsi muslicka (feknéme A): V ¢ase t = 0 umistime do A, v ¢ase t = 1 nemizeme
umistit do vedlejsiho B, ale mtuzeme do C i D, tedy se zde piipad vétvi:

x C: Poté v Case t = 2 nemuzeme nikam umistit. NemiiZeme do B ani D, protoze
ty jsou vedle C. NemiiZzeme do A, protoZe z toho pravé drahokam mizi.

x D: V Case t = 2 nemiZeme umistit do C ani do A, tudiZz musime B. Pro t = 3
jiz ale nemiiZzeme nikam umfistit, nebot nesmime umistit do A ani C, které jsou
vedle B, ani do pravé uvolnéného D.

— Vnitin{ muslicka (Ffeknéme B): V ¢ase ¢ = 0 umistime do B, tedy v ¢ = 1 nam nezbyva
nic jiného, nez umistit do D (A a C jsou vedle B). V ¢t = 3 nemiZeme umistit do C, jez
je vedle D, ani do pravé uvolnéného B, a tak drahokam dame do A. V ¢t = 4 nemutzeme
umistit do vedle leziciho B ani do préavé uvolnéného D, tedy umistime do C. V ¢ase
t = 5 nemuzeme umistit do B, D, jeZz jsou vedle C, ani do pravé vyprazdnéného A.

Pro 4 muslicky tedy také nemiiZzeme umistovat donekoneéna.

e 5 muslicek (n = 5): Muzeme zalit tfemi zpisoby, a to A (symetrické s E), B (symetrické
s D) nebo C.

— Krajni muslicka (feknéme A): V ¢ase t = 0 umistime do A, v ¢ase ¢ = 1 nemuzeme
umistit do vedlejsiho B, ale mtzeme do C, D i E.
x C: 'V Case t = 2 umistime do C, tedy v Case t = 3 nemtizeme umistit do B ani
D, jez lezi vedle, ani do A, odkud byl pravé drahokam odstranén, tudiz umistime
do E. V Case t = 4 nemuzeme umistit do D, jez je vedle, ani do uvolnéného C,
tedy muzeme umistit do A nebo B.

- A: 'V Case t = 4 umistime do A. V ¢ase t = 5 nesmime umistit do E, jeZ se
pravé uvolnilo, ani do B, které lezi vedle A. MuZeme vSak umistit do C, ¢imz
se dostaneme do stejné situace, jako kdyz jsme umistili do C v ¢ase t = 2,

tedy jsme nalezli smycku a miZeme umistovat donekonecna.

Musime mit minimalné 5 musli¢ek, abychom mohli umistovat donekonecna.
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Uloha 4. Trojuhelnikovym cislem rozumime cislo tvaru n(?;r ), kde n je prirozené cislo. Cisla

n(n+1)(n+2)
1-2-3

tvaru se nazyvaji ctyrsténovymi ¢isly. DokaZte, Ze plati ndsledujici tvrzendi:

1. Trojuhelnikové cislo nemiZe mit na misté jednotek ani jednu z cislic: 2, 4, 7, 9.

2. Soucet prunich n trojihelnikovyjch cisel se rovnd n-tému ctyrsténovému c¢islu.

(Diikaz mizZes provést napt. geometricky, matematickou indukci nebo pomoct sumy.)
Reseni:

1. Necht k je trojuhelnikové ¢islo. Potom plati: k = n(?zl), upravime: n? +n — 2k = 0.

Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou podle vzorce upravime: n = —LEVI+8E V21+8k
vime, Ze n je prirozené ¢islo, tedy musi platit, Zze 1 + 8k je ¢tverec — kvadrat.

. Ze zadani

VypiSeme si ¢isla na misté jednotek (tedy modulo 10) pro:

0.0]
~

8k + 1 | ¢islo kvadrat
0

© 00 O T W N+ O
N = O 00 O N k= O 00O

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

W Ul J © 4= W Ut =J ©
=R O O OO O

Vidime, Ze aby k bylo celé ¢islo, musi 8%k + 1 koncit na jednu z Cislic v pravém sloupecku
(musi byt kvadrat), tzn. ze 8k + 1 musi kon¢it na 0, 1, 4, 5, 6, 9, tedy k konéi pouze na 0,
1, 3, 5, 6, 8. Pro zbylé moznosti k& by odmocnina nebyla celé &islo, tudiz ani n by nebylo
celé ¢islo. Tim jsme dokazali, Ze k (trojuhelnikové &islo) nemuze konéit na 2, 4, 7, 9.

2. Trojuhelnikové ¢islo Ty, vyjadifuje pocet bodu uspofadanych do rovnostranného trojihel-
niku o k fadéch, protoze v prvni fadé je 1 bod, ve druhé 2 body, ...a v k-té fadé k bodi,

takZe celkovy pocet bodu je soucet 1 +2+4 .-+ k = n(?_;l) =1T;.

étyfsténové ¢islo )y, lze chapat jako pocet bodu ve trojrozmérném jehlanu, ktery ma n
vrstev. Kazdé vrstva je rovnostranny trojuhelnik o strané 1, 2, ..., n. Uspofadame-li tedy
trojihelnikova ¢isla T, Ts, . . ., T}, jako vrstvy nad sebou, vytvorime pfesné tento pravidelny
jehlan — tedy geometricky objekt odpovidajici definici @,,.

Pocet bodu v tomto Gtvaru je pravé soucet téchto vrstev:
Ty +1T5+ -+ T, = Qp, coz znamena, ze jsme dokazali zadani.
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Uloha 5. Cirik nastoupil na pomalé jezdici schody, které jely nahoru, a pri cesté nahoru vysel
presné 30 schodu. Pri cesté doli Sel po stejnyjch schodech dvojndsobnou rychlosti a sesel presné
48 schodi. Kolik schodi by musel vyjit, kdyby jezdici schody stdly?

Reseni:
Oznacime si pocet schodi nutny k vystoupani, kdyz jezdici schody stoji, jako x.

Pfi cesté nahoru vyjde Cirik 30 schodi a zbytek z x za néj vyjedou schody, tedy vyjde = — 30.

Pomér rychlosti schodii a Cirika je tedy %, jenomze dolt jde Cirik dvakrat rychleji a schody
60

jdou nahoru stale stejné. Proto se naS pomér zdvojnasobi na —Z35. Tento pomér rychlosti bude
platit i pii Cirikové cests dolii, kdy schody jedou proti nému. Vime, Ze po ¢as, co Sel doli, jeli
celou dobu schody nahoru, takze pomér 48 ku tomu, co vyjeli schody nahoru, je %. Proto
schody ujeli nahoru 48 - —5—, tedy w.

x—30

Kdyz od 48 schodii, co Cirik seslapal dolli, odeé¢teme pocet schodii, co jezdici schody za stejnou
dobu vyjely nahoru, dostaneme, kolik schodii bych musel jit dola, kdyby schody stély (tedy x).
7 toho dostavame rovnici:

48 - (x — 30)
48—T:x /- 60
48 -60 — 48 - (x — 30) =60 - =
2880 —48-x+1440 =60 - = /+48 - x
4320 = 108 - x /108
40 ==z

Dostéavame tedy jediné feseni x = 40.
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Uloha 6. Kofen turdi, Ze md vijherni strategii na ruletu. Sdzi vidy na cervenou 1 K¢. Kdyz
prohraje, svoji sdzku zdvojndsobuje, dokud nevyhraje. Ve vysledku tak vidycky vyhraje 1 Ké. Ma
to ale zdsadni chybu, pokud prohraje hodnékrdt za sebou, nebude mit uz penize, aby zdvojndsobil
svou sdzku, a bude muset odstoupit ze hry. Jakd je pravdépodobnost, Ze se mu podari zdvojndsobit
své penize (tedy nebude muset odstoupit ze hry), pokud md na zacdtku 1 024 K¢? Hraje ve §tédrém
kasinu, kde neni nula, tudiZ pravdépodobnost, Ze padne cervend, je presné 50 %.

Reseni:
1024 = 2'0, jedna se o mocninu dvojky, tedy pravdépodobnost, ze bude muset odstoupit bé-
hem jednoho sazeni je ﬁ. To plati pro vSechny hodnoty Kofenova jméni az po 2047. Potom je
pravdépodobnost jiz pouze ﬁ. Aby mél 2047 penéz, musi sazet 1023x (kazdym vydéla 1 K¢).
Pravdépodobnost, Ze nebude muset odstoupit v jedné hie je %, hraje 1023 %, tedy umocnime
na 1023. U posledni sazky je pravdépodobnost, ze vyhraje %, vynésobime nasi pravdépodob-

nost timto ¢islem. Dostavame pravdépodobnost Ze zdvojnésobi své penize

1023\ 1923 2047
= L2 20, 368.
1024 2048
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Uloha 7. Nekdo si hraje s mekonecnou posloupnosti a1, as, as...takovou, Ze za ay, as zvolil
néjakd prirozend c¢isla a pro kazdé k > 3 urcil dalsi ¢len predpisem ap = ap_1 - ap_o — ap_o + 1.
Dokazte, Ze kazdé prirozené m > 1 déli jen konecné mnoho cleni této posloupnosti.

Ndpovéda: KdyZm déli a; pro néjaké prirozené i, miZe délit taky a;127? A co pak aj+3? Zkoumejte
zbytky po déleni m.

Reseni:
Pojdme se zamyslet nad tim, co se stane, kdyz néjaké ¢islo déli néjaky ¢len posloupnosti —
predpokladejme, ze piirozené m > 1 déli a; pro ¢ pfirozené, potom z pfedpisu mame

Ajy2 = Qi1 - a; — a; + 1,

a proto davé ¢islo a;+9 zbytek 1 po déleni m.
Tvrzeni. KdyZ pro pfirozené | > 2 dava a; zbytek 1 po dé&leni m, pak ho dava i a;4 .

Dtkaz. Zapisme a; = nm + 1 pro n celé. Pak z predpisu mame
a1 =apra1—a1+1=(mm+1)-aq_1—a 1+l =nm-a 1+a_1—aq 1+1=m-(n-a_1)+1,

tedy a;41 dava zbytek 1 po déleni m. Hotovo.

Aplikovanim piedchoziho tvrzeni na | = ¢ + 2 vidime, Ze a;4+3 dévéa zbytek 1 po déleni m. Dale
bychom ho mohli pouzit pro | = i 4+ 3 a pak by také a;;4 dévalo zbytek 1 po déleni m. Takto
bychom mohli pokracovat stale dal (formalné se tento postup nazyvéa dikaz indukei), takze si
miiZeme snadno rozmyslet, Ze pro kazdé celé j > i + 2 dava a; zbytek 1 po déleni m, a proto m
nedéli a;. Proto m déli jen koneéné mnoho ¢lenti dané posloupnosti.



