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Reseni 4. série

Uloha 1. Na hraci miizce 10 x 10 jsou nékterd pole oznacena ¢isly. Urcete, kterd pole budou
bild (ostrovy) a kterd éernd (voda), aby platilo:

o Kazdé ¢islo oznacuje ostrov (bild pole vzdjemné spojend stranou) o presné tolika bilych
polich, véetné policka s ¢islem.

e Kazdy ostrov obsahuje pravé jedno cislo, ostrovy se nesmi dotykat stranou (ale rohem ano).
e Vsechna cernd pole (voda) tvori souvislou oblast dotykajici se stranams.

o Nesmi vzniknout Zddny ctverec 2 X 2 cerngjch poli.
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Uloha 2. 4 ptdcci stoji v fadé. Pocet Silinki druhého z nich je aritmetickym primérem poctu
Silinki jeho dvou sousedi. Ddle pro tretitho z nich plati, Ze jeho dva sousedé maji dohromady
dvojndasobek Silinki, co on sdm. Nakonec, posledni ptdcek v Tadé md tolik Silinkid, co vsichni
ostatni dohromady. Kolik Silinkd md prunt ptdcek v fadé?

Reseni:
Reknéme, Ze prvni ptacek v fadé mé a silinki (tento pocet se snazime zjistit), druhy b silinkd,
tfeti ¢, ¢tvrty d. Vime, Ze pocet Silinkd druhého ptéacka je aritmeticky priumér poctu Silinku
prvnfho a tfetiho, tedy

a—+c
b:
2
2-b=a+c
c=2b—a

Dale vime, ze druhy a ¢tvrty ptacek maji dohromady dvojnasobek silinkt, co tfeti ptacek, tedy

b+d

c=-——
2

2-c=b+d

Dosadime ¢ =2-b — a:

2:(2-b—a)=b+d
4.-b—2-a=b+d
d=3-b—2-a

Zaroven vime, 7ze posledni ptacek mé tolik Silinkti, co prvni, druhy a tfeti dohromady, tedy
d=a+b+c Dosadimec=2-b—a,d=3-b—2-a:

3:b—2-a=a+b+2-b—a
3:b—2-a=3-b

—2-a=0

a=20

Zjistujeme, Ze prvni ptacek mé 0 Silinka.
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Uloha 3. Pip, Podloudridk a Spac pracuji na poli. Pip udéld celou prdci za 3 hodiny. Podloudridk
udéld za hodinu polovinu celé prdce a jesté tolik, co udéld za stejnou dobu Spdc. VSichni tii
dohromady udélaji celou prdaci za 2 hodiny. Jak dlouho by celd prdce trvala Spdcovi?

Reseni:
Pii dlohach o spoleéné praci plati, Ze soufet vykonu (vykonem rozumime East prace, kterou
udélaji za jednu hodinu) vSech t¥i ptéka je roven vykonu, kdyZ pracuji dohromady. Ozna¢me
vykon ptace x. Potom ze zadani vime, Ze Pip méa vykon %, Podloundk % + x a vykon vsech t¥i
dohromady je % Plati tedy:

1
§+§+ZL‘+$—*
1
2.0 = ——
3
1
2.r=——
6

Vykon Space je zaporny, to znamena, Ze akordt ostatnim Skodi a viibec nepracuje, tedy sdm by
praci neudélal nikdy.
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Uloha 4. Modi md z jedné strany barevny papir o délce stran a = 21 ¢cm, b= /2 -a, s pravymi
ihly ve vSech rozich (¢ili klasickd A4). Md ho pred sebou barevnou stranou nahoru na vysku
a podle nasledugictho ndvodu sklddd bézZnou vlastovku:

1. PreloZi k sobé delsi strany papiru a opét rozloZi.
2. Prelozi obé horni hrany na osu vytvorenou v kroku 1.

3. Hrany vzniklé v kroku 2 ($ikmé hrany) prehne na osu z kroku 1 (tak, aby horni hrany z kroku
2 zistaly na ose z kroku 1).

4. Prehne papir po ose z kroku 1 napil.

5. Prehne kridlo tak, Ze rukojet vlastovky md tvar pravoihlého lichobéZniku s viyskou 1cm
(delsi zdkladnou je hrana z kroku 1). Tento lichobézZnik neni svrchu viditelny, je schovdn
UvVNAtT.

Vypocitejte plochu barvy, kterd je svrchu vlastovky vidét. (Zanedbejte nepiesnosti sklddani pri
redlném provedeni a tloustku ohybi.)

Ndpovéda: pokuste se dokdzat co nejvice shodnosti pomoct legitimnich prostiedki (napf. vét o shod-
nostech trojihelnikii), pokud ale nevite, nebojte se pouzit ,,selsky rozum* (napt. jsou-li po prehnuti
dvé véci pres sebe, jsou shodné).
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ReZeni:
Budu se zabyvat pouze jednou polovinou vlastovky, druha polovina je symetricki. Rozeviu vlas-
tovku do plné &ife (,zrusim* rukojet). Udélam si nacrtky klicovych bodu z postupu, body ozna-
¢ené carou (‘) jsou nové polohy bodii z predchozich obrazki po provedeni patfi¢nych ukoni
skladani.

Po kroku 1, sedé body C’ a E teprve vzniknou Po kroku 2, Sedé body F, G, H a tsec¢ky mezi

v kroku 2: nimi teprve vzniknou, znaci rukojet:
D C D
@ @
C E
() (@)
A B A|H B
@ @ -0 o
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Po kroku 3, 4, 5 a rozlozeni do plné &ife (zruseni Doplnény o usecky LI a MK, které budu po-
rukojeti), body J, K, H a tse¢ky mezi nimi jsou uZivat pfi vypoctech; bod L je patou kolmice
hranou rukojeti (lichobéZnik AHKE' je scho- na AD prochazejici bodem I, bod M je patou
van v rukojeti, neni vidét): kolmice na AD prochézejici bodem K:

D D

o—@

Zamérim se pouze na polovinu vlastovky, jelikoz tloha je symetricka.

Viditelna barevna plocha je urcena lichobéZnikem HBIK (lichob&Znik AHKE' je schovan v
rukojeti), jak lze vidét na 4. obrazku. Ten si mohu rozdélit na trojthelnik PIK a obdélnik
HBIP. Abych mohl vypocitat jejich obsah, potfebuji zjistit délky |PI| a |HP| = |AL| = |AD|—
|DE'| — |E'L|. Zatnu tedy postupné od kroku 1 skladani a zaméfim se na tyto délky.

Cisla dosadme aZ nakonec, zatim pocitejme s zastupnou proménnou a.

V kroku 1 se mi papir prepiilil, tedy mi vznikly body A, B, jez jsou stfedy kratSich stran. Jeden
ze dvou takto vzniklych obdélniki si pojmenuji ABCD.

V kroku 2 prelozim bod C' na bod C’, C' € AB a vznikne mi bod E, E' € BC, O4(C) = '
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(O znadi osovou soumérnosti). Délka |DC| se mi piekladanim zachova, tedy |DC'| = |DC|, a
protoze D piili horni hranu papiru, |[DC’| = |[DC| = §. Stejné tak se mi zachova pravy thel
<DCB = <DCE ve vrcholu papiru, tedy |<DC'E| = 90°. Abychom se vyhnuli argumentaci
pomoci symetrie, jejiz koncept muZze byt fesiteli nezndmy, miizeme argumentovat pomoci tohoto
pravého thlu. Jelikoz vime, Ze i dalsi dva uhly <C’AB,<ABE v ¢tyiuhelniku ABEC’ jsou
pravé, je i posledni tthel <BEC’ pravy, tedy ABEC" je obdélnik. Z toho vyplyva, ze |C'E| =
|AB|, coz je analogicky k |DC| délka §. Tedy ADC'E je rovnoramenny s rameny DC’, EC' a
tthlem pii hlavnim vrcholu |[<DC’E| = 90°. Z toho vyplyva, Ze thly pfi zakladng maji velikost
(180° —90°) + 2 = 45°.

V kroku 3 pfelozim bod E na bod E', E' € AB a vznikne mi bod I, I € BE, O3(F) = E'.
Opét se mi zachovaji délky a thly. |DE’| = |DE|, coz mohu z vypocitat pomoci Pythagorovy
véty:

|DE|*> = |DC'|? + |EC'|?

or - 3)'+ (3

2
a
DE* =2 x —
|DE| X
2
a
DEP* = —
IDE|" = 3
IDE| = L

Nyni po kroku 4 a 5 nam ptibyde tisecka H.J, pro kterou ze zadani plati jﬁ I m, |jﬁ m| =

1 cm.
Presunime se na obrézek 4.

Ten je doplnén o body L, P, L € AD, ﬁ 4 jﬁ (L je patou kolmice prochéazejici bodem I na
pfimku jﬁ), PelJn ﬁ, (P € ﬁ) A (m \ AD L ﬁ) ~HJL (P je prusec¢ikem Il a

a 7 rovnobdnosti H.J || AD vyplyva, Ze je kolmé na i) ). Z vyse uvedeného vyplyva,
ze ¢tyruhelniky ABIL a HBIP maji 3 pravé uhly, tedy i ¢tvrty thel pfi vrcholu I je pravy a
jednéa se tak o obdélniky.

Prvni vypocteme obsah APIK. Nejdrive si uvédomime trojuhelnik LIE’. Ten mé z vyse uve-
deného pravy thel <E'LI. Dale dopo¢itame |<LE'I| = 180° — |[<DE'I| = 180° — 135° = 45°
a posledni dhel tedy je |<LIE'| = 180° — 90° — 45° = 45°. Tzn., ze ALIE’ je rovnoramenny s
rameny LE’, LI. Nyni APIK. Zname velikost dvou ahld, a to |[<KPL| = 90° a |<PIK| = 45°
je spole¢ny s trojiuhelnikem LIE’. Analogicky jako vySe bude tieti thel mit velikost 45°, tedy
trojuhelnik PIK je rovnoramenny s rameny PI, PK. Protoze plati jﬁ I [ﬁ, Lﬁ m| =1 cm,
LeAD,PecHJaLPeLl,AD L LI 1 HJ, pak |[LP| = 1 em. (Vadalenost AD a HJ je 1
cm, tedy kdyZ tsecka LP je na né kolmaé, jeji délka je taky 1 cm.) Z toho muZeme zjistit délky
|PK| = |PI| = |LI| — |LP| = |AB| — |[LP| = § — 1. Obsah APIK nyni miZeme diky pravému
thlu mezi rameny jednoduse vypocitat jako

P x |PK]  (2-1)°
N 2 o 2

Sprk

Nyni zbyva vypocitat obsah ¢tyfuhelniku ABIL, jenz je z ﬁ il fﬁ evidentné obdélnikem.
Délka |PI| je jiz znama, stadi tedy zjistit délku |PH|. Z vySe zminéné rovnobé&znosti a kolmosti
vyplyva, ze |PH| = |LA| = |DA| — |DE'| — |E'L|.

e |DA| je davérné znama délka, a to vyska papiru b = v/2a, jelikoz ABCD je obdélnik.
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e |DE'| jsme jiz vypocitali vyse jako -%.

V2

e |E'L| je ramenem rovnoramenného trojuhelnika LIE', tedy |LE'| = |[LI| = §.

Celkem tedy:

a a
]PH|—\/§a—ﬁ—2
_2\/§a 20 a
T2 2 2
C2vV2-V2-1
B 2
V2 -1
= 2 a7
a pak obsah je
V2 -1

a
SHBIP: (5—1) X 5 a.

Zbyva uz jen seCist obsahy Sprx a Sgprp a vynasobit je 2 (pro celou vlastovku).

szzx<@;>2+(g_1)xﬁ2—u)
=(5-1) (51 (v2)
=(3-1) = ((G-1)+(v2-1)q)

Ted stac¢i dosadit za a = 21cm.

a

S =9,5cm x (9,5 cm + (\/5— 1) x 21 cm)
= 172, 8856 cm?

Viditelna bervné plocha vlastovky bude mit obsah piiblizné 172, 8856 cm?.
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Uloha 5. Pro prvocisla p a q, p > q plati, Ze rozdd druhgch mocnin p a q¢ md prave 4 kladné
delitele. Najdéte vSechny mozné dvojice p, q.

Regeni:
Vzhledem k tomu Ze p a ¢ jsou prvocisla, tedy i pfirozena éisla a p > ¢, pak &islo p? — ¢2 je
prirozené. Nyni se zamyslime nad tim, kdy ma pfirozené ¢islo pravé 4 kladné délitele. Kazdé
prirozené ¢islo ma délitele ¢islo 1 a také délitele samo sebe.

Cislo jedna je nejmensi délitel, a samo ¢islo je svij nejvetsi délitel. Cislo které hleddme ma jeste
2 kladné délitele hodnotné mezi nimi. Oznacime je x a y, kde = < y.

p? — ¢? rozlozime na (p — q) - (p+ q). Pirozené ¢islo se 4 kladnymi déliteli jde napsat jako soucin
2 kladnych pfirozenych ¢&isel pravé 2 zpisoby:

1. Cinitel samotné ¢islo a Cinitel 1

2. Cinitel = a Cinitel y

Jelikoz p a q jsou pfirozena, tak p — ¢ < p+ q. Proto podle zpiisobu 1 by muselo p — ¢ byt rovno
1. Jedina prvoéisla pro které tohle plati jsou 3 a 2, jenomze 32 — 22 =5 a &islo 5 nema 4 kladné
deélitele (jen 2). Protox =p—¢q, y=p+q.

x je ur¢ité prvodislo, jelikoz kdyby bylo ¢islo slozené, pak by existoval mensi délitel jeho, a i
naseho hledaného ¢isla rizny od jednic¢ky. y mize byt bud prvocislo, nebo druhé mocnina x (jiné
slozené ¢islo ne, protoze by hledané ¢islo mélo vice nez 4 délitele).

1. Nejprve piedpokladejme Ze feSeni plati pro y = z2. Pokud = = 2, je y rovno 4 a kvili
r=p—qay=p+q by pmuslo byt 3 a ¢ =1, coz odporuje zadani, jelikoz ¢ ma byt
prvocislo.

x je tedy liché, protoze to je prvocislo a neni to 2. Aby rozdil dvou ¢isel byl lichy, musi
byt jedno liché a jedno sudé, a kdyz plati p > ¢ a obé& jsou prvocisla pak ¢ = 2. Jenze pro
7adné prvoéislo p neplati ze (p — 2)? = (p + 2), proto moznost x? = y nevede k zadnému
reSeni

2. Kdyz jsou x a y razna prvodisla, pak jsou obé lich4, jelikoz p— ¢ a p+ g maji stejnou paritu,
pTestoze to jsou rizna ¢isla, a existuje jen jedno sudé prvocislo.

Aby rozdil dvou ¢isel byl lichy, musi byt jedno liché a jedno sudé, a kdyz je p > ¢ a obé
jsou prvocisla, pak je g rovno 2. Hledame tedy trojici prvocisel x, p, y kde p = z + 2 a
y = x + 4. V kazdé takové trojici ¢isel je jedno délitelné tfemi (pokud x neni délitelné 3,
pak dava zbytek bud 1, pak je x 4+ 2 délitelné 3, nebo zbytek 2, pak je = + 4 délitelné 3).

Hledame tedy trojici prvocisel, kde je né&jaké délitelné 3. Jediné prvocislo délitelné 3 je
¢islo 3. Jelikoz 3 — 2 = 1, coz neni prvodislo, pak je prvocislo rovné 3 to nejmensi z trojice
prvodisel s rozdily po dvou. Jedind hledana trojice prvocisel je tedy x =3 p=3+2=5
y=3+4=T.

Jedina dvojice prvocisel p a q splhujici zadani je tedy 5 a 2.

10
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Uloha 6. Mdme krychli se stranou 12c¢m a kouli s polomérem 7cm, obé télesa maji stied
ve stejném bodé S. Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude ndahodné vybranyg bod z povrchu krychle
také soucdsti (uvnitt) koule.

Resgent:

vvvvvv

e Koule ma polomér 7cm a polovina strany krychle pouze % = 6cm, tedy uprostied stén

krychle bude vidét koule.

e V rozich krychle ale bude situace opafné, protoze 7cm (polomér koule) je mensi nez
V62 + 62 = 8,485 (polovina télesové thlopricky krychle) a proto rohy krychle budou vidét.

Utvar a jeho priifez tedy vypadaji takto:

el BN
7 B

AN /|
~_ | _—

Oznacme stfed nékteré stény krychle jako A a sousedici prinik povrchi koule a krychle ve stejném
prufezu jako B (viz obrazek)

Vidime, Ze tsecka AB je polomérem kruhu, ktery je na povrchu jak koule, tak krychle. Tuto délku
potiebujeme spocitat. |[SA| je polovina strany krychle, tedy % = 6cm. |SB| je polomér koule,
tedy 7cm. Trojtihelnik SAB je pravoihly s pravym tthlem u vrcholu A, tedy z Pythagorovy véty
dostavame:

|SB|? = |SA|* + |ABJ?

7% = 6 + |ABJ?
|AB]> = 7% — 6% =49 — 36 = 13
|AB| = V13 cm

Obsah kruhu s polomérem /13 cm je 7r\/1_32 = 137 cm?. Obsah viech Sesti téchto kruht, které

se nachazeji na Sesti stranach krychle je 6 - 137 = 787 cm?.

Povrch krychle se stranou 12 cm je 6 - 122 = 864 cm?

Nahodné vybrany bod je kdekoliv na povrchu krychle. Sou¢asti koule bude, pokud bude v nékte-
rém z Sesti kruhti. Pravdépodobnost, Ze se to stane, je tedy obsah téchto kruhti déleno povrchem
krychle, coz je £ = 137 = (0,283, tedy 28, 3%.

Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany bod na povrchu krychle bude také soucasti koule je tedy
priblizné 28, 3%.

11
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Uloha 7. Najdéte vsechna kladnd redlnd cisla a, b, ¢, kterd mohou byt stranami trojihelnika
a kterd spliiugi ndsledujici nerovnost: a® + ab + be < c?.

Regeni:
Urcité vime, Ze pro strany trojuhelnika a, b, ¢ plati:

(a+c)la+b—c) >0,

jelikoz z trojihelnikové nerovnosti plati a +b > ¢, tedy a +b—c > 0, a a + ¢ > 0, jelikoZz strany
trojuhelnika maji ur¢ité kladnou délku, tedy i (a4 ¢)(a +b—c¢) > 0.
Upravme:

(a+c)la+b—c)>0

a’>4ab—ac+ca+chb—c* >0
a? +ab+bc—c? >0
a® 4+ ab+ be > 2.

Tim ale dostavame, ze vzdy plati nerovnost a® + ab+ bc > ¢?, mame vak najit vechny piipady,
kdy plati a® + ab + bc < ¢?, tedy stejna ostra nerovnost s opaénym znaménkem. Evidentné tedy
trojuhelnik se stranami stejnymi jako v zadani nemizZe existovat.
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