KoMdR — ResSend 2. série Skolni rok 2025/2026

ReSeni 2. série

Uloha 1. Rerer a Ferer hraji hru. Rerer fekne libovolné prirozené ¢islo mensi nebo rovno 10.
Ferer pricte k tomuto &islu dalsi prirozené ¢islo od 1 do 10 a ozndmi soucet. Rerer opét pficte
lebovolné prirozené cislo, ne vétsi neZ 10, a ozndmi vysledek. Takto pokracuji, dokud je soucet
mensi nez 100. Vyhrdvd ten, kdo proni dosdhne trojciferného éisla. Md nékdo vyhernt strategii?
Pokud ano, jakou?

Pozn.: Vgherni strategii je mysleno, Ze dovede vZdycky vyhrdt, nehledé na tahy protivnika.

Reseni:
Vyherni strategii mé prvni hrac.
Na zacatku fekne 1. Potom po kazdém tahu soupete (ktery pficte néjaké ¢islo m z rozsahu 1 az
10) prvni hra¢ pri¢te 11 —m. Tim zajisti, Ze vysledny soucet po jeho tahu bude vzdy jedno z ¢isel
posloupnosti: 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 100. Rozdil mezi témito ¢isly je vzdy 11. Proto se
soupel nikdy nemtze dostat na ,koncové” ¢islo diive, nez prvni hra¢, ktery nakonec fekne 100 a
vyhraje.
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Uloha 2. Pani ucitelka chovd pdry magickych kraliki. Takovy magicky krdlik je prond mésic
svého Zivota mlddétem, poté se z néj stane dospély (magicti krdlici jsou nesmrtelni). Zije po pdrech
a kazdy mésic, kdy je pdr dospély, porodi dal$i pdr magickych krdliki (magicti krdlici se neridi
béznymi zdkony genetiky, takZe jim nevadi kFiZeni s pribuznymi). Pani ucitelka méla pruni mésic
jeden pdr mlddat. Druhy mésic tedy méla jeden pdr dospélijch, tieti jeden pdr mlddat a jeden
pdr dospéliyjch, cturty jeden pdr mlddat a dva pdry dospélych, pdty dva pdry mlddat a ti pdry
dospélych. . .

Pan skolnik si vsiml, Ze pocet pdri kazdy mésic tvori Fibonacciho posloupnost (posloupnost cisel
zacinagict 1, 1, 2, 3, 5, kde kazdy dalst clen je soucet predchozich dvou éleni). Zdivodnéte, pro¢
tomu tak je.

Dadle navrhnéte jing magicky druh, jehoZ pocty kazdy mésic tvori Jacobsthalovu posloupnost (po-
sloupnost cisel zacinagici 1, 1, 3, 5, 11, kde kaZdy dalsi ¢len je soucet minulého ¢lenu a dvojnd-
sobku predminulého clenu,).

Reseni:
Vidime, Ze na zacatku se poCty part kralika s Fibonacciho posloupnosti shoduji. Stac¢i ndm
tedy dokézat, Ze plati zadana rekurence, tedy Ze pocet paru kazdy dalsi mésic je souctem pocti
predchozich dvou mésicii. Reknéme, ze néktery mésic je x mladat a y dospélych kralikt. Dalsi
meésic bude y mladat a x + y dospélych, dalsi x + y mladat a = + 2y dospélych. Celkovy pocet
kralikti v jednotlivych mésicich je postupné x + y, x 4+ 2y, 2x + 3y. Vidime, Ze prvni dvé ¢&isla
opravdu dévaji v souctu tfeti ¢islo.

Drubh, ktery bude tvofit Jacobsthalovu posloupnost (Feknéme magicti zajici) bude velmi podobny
magickym kralikiim, akorat dospély par kazdy mésic porodi dva nové pary (misto jednoho). Opét
zacneme s jednim parem mladat, ze kterého se dalsi mésic stane jeden par dospélych. Zacatek
posloupnosti vidime, Ze odpovida, zbyva ukazat rekurenci, tedy to, co uz jsme dokazovali u
magickych kraliki a Fibonacciho posloupnosti. Reknéme, 7e néktery mésic je x mladat a y
dospélych kraliki. Dalsi mésic bude 2y mladat a x + y dospélych, daldi 2z + 2y mladat a = + 3y
dospélych. Celkovy pocet kraliki v jednotlivych mésicich je postupné x + y, = + 3y, 3z + 5y.
Vidime, Ze soucet dvojnésobku prvniho ¢isla s druhym ¢&islem je opravdu tieti ¢islo.
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Uloha 3. Urcete vsechny moznosti celijch ¢isel a, b, ¢ takovijch, aby platila rovnost

a® + be = abe.
Reseni:
Upravme vyraz:
a® = abc — be
a? =bc(a—1)
2
be = ¢
a—1

CL2

Tedy vime, ze

1 se musi rovnat celému ¢islu. Zaroven vime, ze dvé po sobé jdouci ¢isla jsou

2

vzdy nesoudélna, tedy i a, a — 1 jsou nesoudélna. Z toho plyne, Ze i a®, a — 1 jsou nesoudélna,

jelikoZ a® = a - a, kde obé a jsou nesoudélna s a — 1.

Tedy a — 1 se musi rovnat nééemu z {—1, 1} (nule se rovnat nemiize, jelikoz jmenovatel nemize
byt nulovy), rovnalo-li by se to totiz n&jakému jinému celému é&islu, pak kviili nesoudélnosti s a?
2

nemuze dat celé ¢islo.

a [R—
Jsou tedy dvé moznosti:

2
a
l.a—-1=-1=a=0, P 0 = bc, tedy zde jsou dvé mozna FeSeni:

a=0,b=0,ceZ nebo a=0,beZ, c=0.

2. a—1=1=a=2, tedy

coz nam dé dalsich 6 moZnosti:
a=2,b=1, c=4;
a=2,b=2,c=2;
a=2,b=4,c=1;
a=2,b=—-1, c=—4;
a=2,b=-2 c= -2
a=2,b=—-4, c=—1.

Dohromady mame tedy tato reSeni:

a=0,0=0, ceZ;
a=0,beZ, c=0;
a=2,b=1, c=4;
a=2,b=2, c=2;
a=2,b=4,c=1;
a=2,b=—-1, c=—4;
a=2,b=-2, c=-2;
a=2,b=—-4, c=—-1.
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Uloha 4. Jsou ddny dva shodné ctverce, oba se stiedem ve stejném bodé. Jeden ze ctvercii
je oproti druhému otoceny o 45°. Spojenim téchto ctverci ziskame maly oktagram (osmicipou
hvézdu). KdyZ prodlouzime strany ctverci, pFimky se protnou ve vrcholech velkého oktagramu.
Spocitejte pomeér stran malého ku velkému oktagramu.

Resgent:

Stranu malého oktagramu si ozna¢im jako a. Stranu velkého oktagramu si ozna¢imjako x. Délku
x se pokusim vyjadrit pomoci délky a.

b
N
A 4

A\

Oktagram je pravidelna osmicipa hvézda, vSechny strany maji stejnou délku a vSechny thly maji
stejnou velikost.

N
N

V obrazci vznikl velky trojuhelnik (staci zkoumat jeden, protoZe je obrazec pravidelny) tvoreny
prodlouZzenymi stranami ¢tverce (prodlouZené pouze na jednu stranu) a tseckou mezi vrcholy
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hvézdy, mezi kterymi jsou jesté dalsi dva vrcholy hvézdy (oranzovy). Uhel mezi prodlouzenymi
stranami ¢tverce je pravy, protoZe je to thel ve ¢tverci. ProdlouZené strany jsou stejné dlouhé
(je to pravidelny utvar).

Velky trojihelnik je pravoihly rovnoramenny.

Maly trojahelnik jsou cipy malého oktagramu, jsou to dvé strany malého oktagramu a strana
pravidelného osmithelniku (zeleny). Mezi stranami malého oktagramu je pravy tuhel, protoZe to
jsou Césti stran ¢tverce. Strany malého oktagramu jsou stejné dlouhé.

Maly trojahelnik je pravodihly rovnoramenny.
Spocitame délku prepony v pravoithlém rovnoramenném trojthelniku s ramenem o délce 1 po-
moci Pythagorovy véty:
12412 =¢2
2=¢?

c=V2

Vypocitdme x z rovnice vytvorené pomoci Pythagorovy véty ve velkém trojihelniku. Rameno vel-
kého trojuahelniku je tvofeno stranou velkého oktagramu (z), dvéma stranami malého oktagramu
(2a) a pfeponou malého trojuhelniku (v/2a). Pfepona velkého trojihelniku je tvofena dvéma
stranami velkého oktagramu (2x), dvéma stranami malého oktagramu (2a) a pfeponou malého
trojthelniku (v2a).

2

(+(2+v2)a)* + (z+ 2+ V2)a)’ = (22 + (2 + V2)a)”
2(:c—|— (2+V?2) )2 (2x+ 2+\[))
2(2% +2(2 + V2)za + (2 + V2)%d?) = 42® + 4(2 + V2)za + (2 + V2)%a?
2(2? +2(2 4+ V2)za) — (42° + 4(2 + V2)za) = (2 + V2)%a® — 2(2 + V2)?d?

—222 = —(2+ v2)%a?
2= (2+V2)%?

22% = 4a® + 4V2 a® + 24>
2?2 = 3a® + 2v24d?
= (34 2v2)d*

x
:U::ta\/?)—i-?\@

z = ta\/ (14 v2)2
=+(1+V2)a
x je délka strany, takZze to musi byt kladné ¢islo. z je rovno nasobku bud kladné, nebo zaporné

zévorky a Cisla a. a je délka strany, takze to bude kladné ¢islo; aby x bylo kladné, musi zavorka
byt kladné (soucin dvou kladnych ¢isel je kladny, souc¢in zaporného a kladného ¢&isla je zaporny).

z=(1+v2)a

Pomér stran malého ku velkému oktagramu je:
a:w
1: (14 \/i)
1:2,4142
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Uloha 5. Banka md tvar krychle 4 x 4 x 4 (skladd se tedy z 64 mensich kosticek). Zlodéj zacindg
v kosticce vpredu vlevo dole a snazi se dostat do kosticky vzadu vpravo nahote. Pohybovat se miZe
mezi kostickami se spolecnou sténou a pouze smeéry dozadu, doprava a nahoru (nemize se tedy
vracet). Kolika riznymi zpisoby se tam miiZe dostat?

CiL

START
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ReSeni:

Do kazdé krychlicky zapiSeme, kolika zptisoby se 1ze do ni dostat. Tam kde zac¢indme to bude
logicky 1, pak v kazdé dalsi soucet ¢isel v kosti¢kach, které s danou kostickou sdili hranou a jsou
ve sméru, ze se z nich do dané kosticky miizeme presunout. Pro pfehlednost roziezu krychli do
pater.

Prvni patro: Druhé patro:

114 110 20 10 | 60 210 560
11 3]6 10 6 30 90 210
1123 4 3 12 30 60

1 11 1 1136 10

TTeti patro: Ctvrté patro:

20 | 60 140 20 (140 560 1680
12 1 30 | 60 10 | 60 210|560
6 12 20 4 120 | 60 140
1 2|3 |4 114 10 20

N W A~

Po vyplnéni v8ech policek jsme zjistili, Zze v cflovém policku je ¢islo 1680, tedy mame 1680
moznosti.
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Uloha 6. Pro jaké cislo v desitkové soustavé plati, Ze po prevedeni do devitkové soustavy md
tvar aab a po prevedeni do sedmickové soustavy md tvar cbe, kde a, b, ¢ jsou nenulové cislice?
Pozn.: Znaceni Tyz znamend, Ze ¢islo zapsané v néjaké ciselné soustavé se sklddd z cifer x,
y, z. Tedy napiiklad, pokud md ¢islo v devitkové soustavé tvar aab, md v desitkové hodnotu
92.a+9-a+b.

Reseni:

Ze zadani a znalosti soustav ¢isel plati rovnost 81-a+9-a+b = 49-c+7-b+c, tedy 90-a—50-c = 6-b.
Jelikoz a, b, ¢ jsou nenulové Cislice, tak jsou i prirozena ¢isla, mtzeme tedy uvazit ze kdyz je leva
strana délitelna péti, pak je i prava, 6 je nesoudélné s 5, takze Cislice b je délitelna 5, ale neni
nula, tedy je 5.

KdyzZ rovnici upravime jinak, 90-a — 6 - b = 50 - ¢ pak je leva strana délitelna 3, tedy i prava, 50
je nesoudélné s 3, takze je ¢ délitelné tfemi. Pro ¢ mame tedy dvé moznosti, 3 a 6 (kdyby bylo
vétsi, neni to ¢islice v sedmickové soustave).

VyzkouSenim 2 moznosti najdeme jedinou, pro kterou plati zadani:

1. ¢ = 3: cbe v sedmickové soustavé je 353 =3-49+5-7+ 3 =185

2. ¢ = 6: cbc v sedmickové soustavé je 656 = 6-49 +5-7+ 6 = 335

335 v devitkové soustave je 412, coz neni tvaru aab a odporuje to b = 5, oproti tomu 185 je v
devitkové soustavé 225, coz odpovida zadani.

Jediné spréavné feSeni je tedy 185.
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Uloha 7. Podloudnidk stoji na Sachovnici 8 x 8 a pohybuje se dvema riznymi tahy, které za
sebou strida. Pri prunim se jen posune na policko napravo nebo nalevo od néj. Pri druhém poskoct
podobné jako Sachovy jezdec, ale misto posunu ,o0 2 policka a 1 policko“ se posune ,,0 8 policka
a 1 policko“ stejnym zpisobem:

EEEEEN
HENENE
HEEANAN
CNEYEP

LIl
G NANS

Pri tretim by se zase posunul doleva nebo doprava a tak ddle.

Pred pronim tahem stdl Podloudridk na policku v levém dolnim rohu Sachovnice a po k tazich se
dostal na policko v jejim pravém hornim rohu. Jaky zbytek ddvd k po délent ctyrmi?

ResSeni:
Ocislujme policka sachovnice jako na nésledujicim obrazku:

314131413141314
112111211121112)
314131413141314
1211 1211121112

314131413141314
2111211121112
314131413141314
2011211121112

P1i prvnim tahu se z poli¢ka s ¢islem 1 posune napravo na policko ¢&islo 2. Dale musi skocit na
jedno z policek s &islem 3, po dalsim tahu se musi posunout na policko s ¢islem 4 a po dalsim
tahu musi nutné skoncit na policku s ¢islem jedna. Pak se ale bude zase dit Giplné to stejné.

Proto musi Podlounak porad dokola stiidat policka s ¢isly 1, 2, 3,4, 1, 2, 3,4, 1, ...

Pokud se po k tazich dostal do pravého horniho policka s ¢islem 4, musi tedy nutné davat k
zbytek 3 po déleni ¢tyimi.



