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ReSeni 1. série

Uloha 1. Toto je mapa ptacich hnizd. Dopliite do kaZdého policka pocet ptdacki tak, aby se
v kazdém Tddku © sloupci vyskytovalo kaZdé z ¢isel 1-6 prdvé jednou a platily v tabulce zaznacené
nerovnosti mezi ¢isly. U této ulohy neni potteba uvddet postup Tesent.
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Uloha 2. V hnizdé¢ je na kruznici rovnomérné rozmisténo 4n + 2 wajec (tedy pocet délitelny
2, ale ne 4). Zlodéji Strakdz a PakdZ hraji hru, kdy stiidavé odebiraji po dvou vejcich z hnizda
jednim z ndsledugjicich zpisobii:

e Odeberou 2 sousedni vejce (vejce, mezi kterymi na zacdtku leZel nenulovy pocet vajec, které
ale byly odebrdny, se pordd nepovaZuji za sousedni).

e Odeberou 2 vejce, které jsou presné naproti sobé (piimka, kterd je spojuje, prochdzi stredem
kruznice).

Ten, ktery nemiZe brdt, prohrdvd. Zacindg Strakdz. Ukazte, Ze StrakdZ md vgherni strategii, tedy
Ze dovede vZdy vyhrdt, nehledée na to, jak hraje PakdZ.

Reseni:
Strakaz zaCne tim, ze odebere dvé vejce naproti sobé. Tim kruzZnici rozdéli na dvé poloviny,
z nichz kazda obsahuje 2n vajec (tedy sudy pocet). Zbytek hry bude odebirat vejce tak, aby po
jeho tahu vzdy zustaly platné nasledujici podminky (po Strakdzové prvnim tahu obé plati):

1. Pokud je néjaké vejce odebrano, je odebrano i vejce presné naproti nému.

2. 'V kazdé pitlce zbyva stejny pocet vajec a tento pocet je sudy (na zacatku 2n)
Ukazme, Ze za téchto podminek muze Strakaz vzdy hrat tak, aby podminky ztistaly zachované:

e Pokud PakaZz odebere 2 sousedni vejce, odebere Strakaz dvé vejce presné naproti nim.
Z prvni podminky plyne, Ze zadné z téchto vajec nebylo uz odebrano, takze to mize udé-
lat, zaroven tato podminka zjevné ziistane zachovana. Mince naproti sobé jsou v riznych
pulkach, takze pocet vajec v kazdé z pulek se snizil o 2, tedy ztstal sudy.

e Pokud Pakaz odebere 2 vejce naproti sobé, zbyde v obou ptilkich lichy pocet vajec, tedy
vzdy aspon 1 vejce. Strakaz si mize takové vejce vybrat a odebrat ho a protéjsi vejce (z prvni
podminky plyne, Ze ta také jesté nebyla odebrana). Odebiral vejce naproti sobé&, takZe prvni
podminka urcité porad plati. Odebral 2 vejce z kazdé ptlky, takZe druhd podminka také
ziistala zachovana.

Pokud bude Strakiz hrat podle této strategie, nemtze hra skoncit tim, ze by StrakiZ nemohl
tdhnout. Potom hra musi skonéit tim, ze PakaZz nemuzZe tdhnout, a tedy jeho prohrou. Strakaz
mé proto opravdu vyherni strategii.
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Uloha 3. Hieddme dvé nesoudélnd prirozend cisla, jejichz soucet je roven 100. Kolik takouvijch
dvojic cisel existuje?

ReSeni:
Pokud scitdme dvé ¢isla, jeden scitanec je délitelny néjakym c¢islem k£ a druhy neni, vysledny
souCet nemuze byt k délitelny. Proto, pokud je jeden ze s¢itanci i soucet délitelny néjakym
¢islem k, druhy sc¢itanec musi byt timto ¢islem k také délitelny.

100 je délitelné prvocisly 2 a 5, takze hledana ¢isla nemuzou byt délitelna 2 ani 5 (kdyby bylo
jedno, bylo by i druhé, tedy by byla soudélna). Ostatni délitele 100 zkoumat nemusime, budou
vzdy délitelné nékterym z téchto prvocisel (az na 1).

VypiSeme zbyvajici ¢isla: 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39, 41, 43, 47, 49,
51, 58, 57, 59, 61, 63, 67, 69, 71, 13, 77, 79, 81, 83, 87, 89, 91, 93, 97, 99.

Zustalo nam 40 ¢&isel, které se poparuji do 20 dvojic, ve kterych jsou ¢isla nesoudélna a maji
soucet 100. Odpovéd je tedy 20.
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Uloha 4. Méjme horu ve tvaru pravidelného kuZele s kruhovou podstavou o poloméru 1cm
magjict vysku 2 cm.

e Pip horu obejde na druhou stranu po obvodu podstavy (pilkruznice).

o Cirik vystoupd néjakou vzddlenost po pldsti smérem k vrcholu, poté obejde zbytek po piil-
kruZnict rovnobéiné s podstavou a sestoupd nejkratsi cestou po pldsti zpéet doli.

Oznacme h > 0 vysku, do které Cirik vystoupal.
Kterd z osob projde svou trasu diiv v zdvislosti na h? Obé osoby se pohybuji stejnou nenulovou
rychlosti. Jakd by musela byt vyska hory (kladnd), aby byl vysledek jiny?

Reseni:
ProtoZe se obé osoby pohybuji stejnou rychlosti, mtiZzeme ji zanedbat a porovnavat pouze drahu.
Oznacme A vrsek hory, B misto, kde ptaci za¢inaji, C' misto, kde kon¢i, D, resp. E¥ misto, kam
Cirik vystoupé, resp. kde zacne sestupovat. Reknéme, Ze bod G, resp. V, je kolmy prumét D,
resp. A na podstavu hory (kuZele) a bod F' kolmy priumét A na usecku DE. Potom priifez horou
vypada takto:

A

Vime, Ze polomér podstavy je 1cm a vyska hory 2cm, takze |BV,| = |CV,| =1 a |AV,]| = 2.
Plati h = |DG| = |FV,|.

Dréha Pipa je rovna poloviné obvodu kruznice o poloméru |BV,|, tedy Op M =7 |BV,|.

Draha Cirika je rovna Os = |BD| + z |DF| + |EC| — to jest délka, kterou vystoupal po plasti

plus polovina obvodu pulkruznice o prumeru |DF| plus délka, kterou zase sestoupal. Trojuhelnik
AV, B je shodny s trojihelnikem AV,C' a DE || BC, tedy |BD| = |CE|. Celkem je proto jeho
drdha O =2-|BD|+ |DF| -«

|DF| umime spo¢itat pomoci podobnosti. Trojuhelnik AV, B je podobny s trojihelnikem AFD
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podle véty uu (jeden uhel spole¢ny, druhy pravy). Proto:

\DF|  |DF|  |BV,

|AF| B |AVa| —h B |AVa|

|BVa‘ i (|AVa| - h)
|AV,|

/- (|AVa] = h)

|DF| =

Pomoci Pythagorovy véty v trojahelniku AV, B spocitame |AB):
|ABJ? = |BV,|* + |AV,[” /v
‘AB| = \/’BVaP + |AVa|2

Trojuhelnik DG B je podobny s trojiuhelnikem AV, B podle véty uu (jeden tihel spolecny, druhy
pravy). Z toho vyplyva, ze

|\BD|  |AB|

- -|D
Da| 1AV, /-1pe]
|AB|-|DG| h-|AB|
BD| = =
B = =, VA

. Kdyz dosadime z predchoziho vzorecku, dostaneme

h-|AB| _ h-+/[BVaf + [AV,]?

BD| = =
BDI= "] VA

Dréhu tedy mazeme vyjadiit v zadanych hodnotéach jako

h - \/’Bva’2 + ‘AVa‘Q |BVa| : (|AVa| — h)
|AV4| |AV4|

OC«:Q-|BD|+|DF|-7[':2

Nyni néas zajiméa, kdo dojde d¥iv pro jaké h, proto dosadime zadané hodnoty (|BV,| =1 a|AV,| =
2) do vzorecki:

Op=m-|BV,|=m
e IBVAP +TAVIP | BVal - (|AVa| — 1)

Oé:2

|AVL| |AVal
h-v12422 1-(2—h
2 2
:\/g'h—i—(l—g T
:\/5-h+7rfg-7r

Spocitejme, pro kterd h mé Pip kratsi trasu:

Op < Op

7r<\/5-h+7r—g-7r /=
0<\f5-h—g-w

0<h-(\/5—g)
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Lze vidét, ze pro h > 0 nerovnice vzdy plati, tedy Pip tedy vzdy projde svou trasu rychleji nez
Cirik.

Aby tomu tak nebylo, musela by hora mit jinou vysku. Vyska je |AV,|. Porovnejme tedy drahy
ze vzorecku pred dosazenim za |AV,| a vyjadieme |AV,|:

OP>OC

. 2 2 . _
BV > 2. W VIBVP T IAVIP | BVl - (1AVa 1)

/dosadime |BV,| =1

|AVal |AVal

T>2- 1Z;a|’AVa|2 + ’A"j"/; h /- |AV,| (vime |AV,| > 0)

T |AVL| > 2 -h- /14 |AV 2+ (|[AV,| — h) -7
T AV > 2-h 1+ AV 2+ AV, -7 —h-7 | — 7 |AV,]
0>2-h-1+|AV2—h-7 / :h (vime h > 0)
0>2- 1+ [|AV,2—7 / + 7, oto¢ime nerovnost
2-V1+ AV 2 <7 /2
VI+]AV,2 < g /? (obé strany jsou kladné)
1+]AVa|2<7i /-1

2

AV < T -1 /v

2
|AV,| < \/%—1 = 1,2114

Cirik tedy bude rychlejsi, pokud vyska hory bude mensi nez 4/ %2 —1lcm =1,2114cm.
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Uloha 5. Pip si vybral cislo x € {1,...,100000} a vsiml si, Ze zdpis cisla % md posledni
nenulovou cifru za desetinnou cdarkou na k-té pozici (je jich tedy jen konecné mnoho). Jaké
nejuétsi mize k byt?

ReZeni:
Méjme ¢islo % pro x € {1,...,100000} s posledni nenulovou cifru za desetinnou ¢arkou na k-té
. . . ko ) k-1 . PR -
pozici. VSimnéme si, Ze % je proto celé, ale 1033 neni. Z toho vyplyva, Ze x musi byt tvaru

1 k—1

2¢.5% pro a, b nezaporna cela spliwjici a < k, b < k. Zaroven z toho, ze neni celé, se nemiize

zéroven stat a <k a b <k, tedy k=a > bnebo k=0 > a.

: b _ _ 10% . , 10+—1
Naopak, pokud je x tvaru 2 - 5%, kde k = a > b nebo k = b > a, potom =~ je celé, ale =

neni, a tak méa % posledni nenulovou cifru za desetinnou ¢arkou na k-té pozici.

Nasi ulohu tedy muZzeme pieformulovat na to, ze hledame = € {1,...,100000} tvaru 2¢ - 5%,
kde je nejvétsi z ¢isel a, b maximéalni, a to bude nase hledané maximélni k. Kdyby b > 0, pak
x = 2%.5% > 20%b tedy 20%b € {1,...,100000}, kde a + b neni mensi nez nejvétsi z &isel a, b.
Proto nam stac¢i najit € {1,...,100000} ve tvaru 2%, kde a je nejvétsi mozné. Snadno zjistime,
e tim je pravé 216 = 65536. Spravna odpovéd je proto 16.
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Uloha 6. Najdéte vSechna redlnd teseni dvou rovnic o trech nezndmijch.:

z+y=2,

zy — 22 =1.

Reseni:
Prvni rovnici umocnime na druhou (je nutné poté udélat zkousku) a druhou vynéasobime 4:
x? + 2zy +y* =4,
day — 42% = 4.

Obé rovnice od sebe ode¢teme a upravime:

(2% 4+ 2zy + %) — (day —42%) =4 — 4
22— 2zy +y? 4+ 422 =0

2 — 2zy 4+ y* = —42°

(z —y)* = —42?

Cislo ve tvaru a2 pro libovolné a je vzdy nezaporné. Proto je leva strana rovnice vzdy vétsi nebo
rovna nule a prava strana rovnice je vZdy mensi nebo rovna nule. Aby byla rovnost splnéna, musi
platit (z — 3)? = 0 a zaroven —4z2 = 0, tedy x = y a zéroveii z = 0. Ze zadani vime, Ze plati:
T 4+ y = 2, po dosazeni dostavame z =y = 1.

Zkougka: prvni rovnice: 1 4+ 1 = 2, druh4 rovnice: 1-1 — 0% = 1.

Regenim tedyjez=1,y=1,2=0.
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Uloha 7. Skolni budova md tvar pyramidy, jako je na obrdzku, pro kterou plati, Ze kostka,
kterd stoji nad dvéema kostkami pod ni, obsahuje soucin cisel v téchto dvou kostkdch. Vsechna
¢isla v kostkdch jsou pTirozend a nahote je ¢islo 3414015. Kolik je moznosti, jak miZe vyplnénd
pyramida vypadat?

3414015

Reseni:
Nejprve ¢islo 3414015 rozlozime na prvocinitele 5-19-3-3-3-11-11-11. Nyni si uvédomime,
Ze stadi poc¢itat moznosti dolnich 4 ¢isel, jelikoz zbytek pyramidy je dan podle nich. Oznacime je
zleva a, b, ¢, d, potom 2. patro je zlevaa-b, b-c, c-d, tfeti patrojea-b-b-c, b-c-c-d a nakonec
7e 3414015 =a-b-b-b-c-c-c-d.

Nyni spocitame, kolika zptsoby miizeme rozdélit prvocisla 5, 3, 19 a 11 a jejich mocniny do
policek a, b, ¢, d tak, Ze exponent mocniny prvocisla v rozkladu ¢isel v polickich a a d se pfi
cesté nahoru do rozkladu ¢isla nahofe nezméni a exponent mocniny prvocisla v rozkladu ¢isel
v polickdch b a ¢ se pii cesté nahoru do rozkladu ¢&fsla nahofe ztrojnasobi, a v rozkladu ¢isla
nahofe se prvocisla 5 a 19 objevuji s exponentem 1 a prvocisla 3 a 11 s exponentem 3.

Jelikoz je nasobeni komutativni, stac¢i spocitat kolik moznosti pro rozdéleni mezi 4 polic¢ka je pro
kazdé prvocislo zvlast a nasledné tyto moznosti spolu vynéasobit.

Vime ze 5 a 19 musi mit v rozkladu horniho &isla exponent 1, tedy musi byt pravé v jednom z a
nebo d (s exponentem 1), kdyby byly v b nebo ¢ tak by ve vysledném rozkladu byly vickrat nez
1 (s vétsim exponentem nez 1). Proto mame pro obé tato prvocisla 2 moznosti.

Prvodisla 3 a 11 mohou byt bud jednou v rozkladu b nebo ¢, ale pak uz nesmi byt v rozkladu
zbylich 3 poli¢ek. To dava 2 moZnosti pro obé. Nebo mohou byt rozdélena mezi a a d a to bud
s exponenty v rozkladu 3 a 0; 0 a 3; 2 a 1; 1 a 2. To dava dalsi 4 moznosti, tedy celkem Sest
moznosti pro obé.

Soucin moznosti pro vSechna prvocisla je tedy 2-2-6-6 = 144 celkovych moznosti jak pyramida
miuZe vypadat. Samoziejmé v moznostech, kde v néjakém poli¢ku neni v rozkladu Zadné prvodéislo,
musi byt v tomto policku ¢islo 1.



