KoMdR — Resent 4. série skolni rok 2024,/2025

Reseni 4. série

Uloha 1. V tabulce byla zakreslend uzaviend cesta, kterd prochdzela kaZdym polickem mazimdlné
jednou. Veverka do ni nakreslila tecky podle ndsledujicich pravidel:

o Na kazZdé policko, kterym cesta prochdzi rovne, ale v alespon jednom sousednim policku zahijbd,
nakreslila bilou tecku.

e Na kaZdé policko, ve kterém cesta zahgbd, ale v obou sousednich polickdch pokracuje rovné, na-
kreslila cernou tecku.

(Pozn.: sousednim polickem se mysli pouze policko, na které z daného policka vede cesta, nikoliv vSechna
policka, se kterymi je sdilena hrana.)
Poté Veverka cestu smazala. Zjistéte, kudy vedla.
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Uloha 2. Veverka si myslela triciferné c¢islo. Secetla jeho druhou a treti cifru a odecetla pruni cifru.
Sestndctindsobek vzniklého ¢isla napsala na papir. Poté si v§imla, Ze kdyZ secte ciferny soucet piivodniho
¢isla a ¢islo napsané na papire, dostane pivodni cislo. Jaké bylo?

Reseni:
Oznacime si cifry mysleného ¢isla jako x, y, z. Tedy myslené &islo je 100 -z 4 10 - y + z. Déle vime, Ze
x mize byt 1-9 a y a z mize byt 0-9.

Podle zadani je na papife napsano 16 - (y + z — x) a celkem zadava rovnici:

6-(y+z—a)+(x+y+2)=100-2+10-y+ 2z
—15-2+17-y+17-2=100- 24+ 10-y + 2 /+ 152 — 10y — z
7T-y+16-z2=115-z

Maximélné muze byt y a z rovno 9, tedy leva strana mize byt maximélné

T-y+16-2=7-9+16-9 = 207.

Potom x musi byt mensi nez 2, protoze 2 - 115 = 230 > 207 takze by prava strana byla vétsi nez leva,
COZ je spor.

Zaroven nemuze platit x = 0, protoze by mySslené &islo nebylo t¥iciferné. Tedy zbyva pouze moznost
x = 1. To dosadime do predchozi rovnice:

7T-y+16-z2=115-1 /—16-z
7-y=115-16-z /—16-z

Leva strana muZze byt minimaln€ 7-0 = 0 a maximalné 7-9 =7 -9 = 63. z tedy musi byt

o Mensi nez 8, protoze 115 — 16 - 8 = —13 < 0 takze by prava strana byla mensi nez leva, coz je
spor.

e VEtsi nez 3, protoze 115 — 16 -3 = 67 > 63 takze by prava strana byla vétsi nez leva, coz je spor.
Zbyva ndm, ze z mize byt 4, 5, 6 nebo 7. Nyni je vyzkousime a zjistime, kdy nam vyjde vhodné y.

o 2 =4:7-y=115—-16-4 =51, tedy y =51 : 7= 17,3, coZ neni celoCiselné.

e 2=57-y=115—-16-5= 35, tedy y = 35 : 7 = 5, nasli jsme tedy mozné FeSeni.

¢ 2=06:7-y=115—-16-6=19, tedy y =19: 7 = 2,7, coZ neni celociselné.

e z=T:7-y=115—-16-7T=3, tedy y =3 : 7= 0,4, coz neni celo¢iselné.

Zjistujeme, Ze jedind moznost je z = 5, myslené &islo tedy je 155.



KoMdR ~ Resent 4. série Skolni rok 2024/2025

Uloha 3. T¥i kruhy jsou polozeny tak, Ze se navzdjem dotykaji a jejich stiedy tvoii pravouhly troji-
helnik, viz obrdzek. Jaky polomér md nejmenst kruh, jestlize zbylé dva kruhy maji polomeéry 2 a 3¢

Reseni:
Neznamy polomér kruznice oznac¢ime r. Odvésny pravouhlého trojahelniku maji potom délku 3 + r,
2 + r, pfepona mé délku 2 + 3 = 5. Podle Pythagorovy véty plati:

B+r)’+@2+r)?=5

9+6r+r*+4+4r+1r°=25 / —25
2r? +10r —12 =0 /:2
2 4+5r—6=0

Koreny této kvadratické rovnice lze bud uhadnout, nebo spocitat pomoci diskriminantu:

D=0%—4ac=5>—4-1-(—6) =49

_ —b+VD  —5+V49
===
“b-VD —5- A9

T2: 2 — 2 :—6

1

1

Polomér kruZznice nemtze byt zaporny, takze jediné feSeni je r = 1
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Uloha 4. Veverka a Viclavek maji kazdsj na papirku dvé kladnd cisla. Soucet ¢isel na jednom a na dru-
hém papirku je stejny. Dokazte, Ze pokud jsou ¢isla na Veverciné papirku stejnd, tak soucin cisel na Vic-
lavkoveé papirku nemiZe byt vétsi neZ soucin cisel na Veverciné papirku.

Reseni:
Oznacme kladna ¢isla Vaclavka z, y, jejich soucet je potom tedy z 4 y. Pokud jsou ¢isla na Veverciné

. s 2 s 1o T+
papirku stejna, musi byt rovna =5~.

Chceme tedy dokazat x -y < % . z—;y Upravime:

r+y r+y

Ty < — 5 /-4
4dzy<(r+y) (z+y)
4ox-y<az?+2-z-y+y? /—4-x-y
O§x2—2-:r'y+y2
0< (z—y)?

(x — y)? je kvadrat, tento vyraz tedy bude vizdy nezaporny, neboli nAmi dokazovana nerovnice bude
vzdy platit.
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Uloha 5. Madme pentagram a jemu opsang pétiihelnik (tj. pravidelnsj pétiihelnik se viemi péti ih-
lopFickami). Spocitejte pomér stran velkého a malého pétiihelniku. (Hodnoti se hlavné postup a jeho
dikladné vysvétlent.)

Napovéeda: Doporucujeme si k esent ulohy nastudovat podobné trojihelniky nebo goniometrické funkce.

ReSeni pomoci podobnych trojahelnikii:

Oznacime nékteré vrcholy pétithelniki (viz obrazek). Oznaéme délku strany velkého pétithelniku jako
a, malého jako b. Ozna¢me délku tusecek spojujicich nejblizsi dvojice vrcholt malého a velkého vrcholu
jako r (viz obrazek). Nasim tkolem je spocitat pomér stran velkého a malého pétithelniku, tedy a : b.

MuZeme si v8imnout, Ze trojihelniky ABD a FGD jsou oba rovnoramenné (ze symetrie) a sdili thel
u vrcholu D, tedy jsou podobné (podle véty sus). Proto jsou ithly BAD a GF D stejné velké. Ze symetrie
jsou stejné velké i ihly BAD a C DA, takze tthly GFD a C' DA jsou stejné velké. Potom je trojihelnik
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CDF rovnoraménny. Jedno jeho rameno ma délku a, druhé b+ r, takze a = b+ r. Uhlopficka velkého
pétithelniku ma tedy délku r + b+ r =r + a.

Ze symetrie musi platit, Ze thly DBC, BDC a GCD jsou shodné, proto jsou trojuhelniky CBD, GC'D
podobné podle véty uu. Z toho plyne:

|CD|:|GD|=|BD|: |CD|
a:r=(a+r):a /-a:r
(a:r)=(a+r):r=a:7r+1 /—a:r—1

(a:r)*—a:r—1=0
Kdyz substitujeme x = a : r, dostaneme kvadratickou rovnici
22—z —-1=0
Tu muZeme vytesit pomoci diskriminantu:

D=0 —4ac=(-12—-4-1-(-1)=1+4=5

xl:—b+\/ﬁz1+\/5i1,618
2a 2
~b—+D 1-—

£y = b-vD _ \/gi—o,ms
2a 2

Jediné TeSeni je x1, jelikoZz x je podil dvou délek, a tedy kladné ¢islo.

Dalsi dusledek podobnosti trojuhelniki ABD a FGD (kterou jsme dokazali diive) je

|AB| : |[FG| = |BD| : |GD|
a:b=(r+a):r=14a:r

Muzeme dosadit ¢ : r =z = 1+2

2

L1HVE3+V5

h=1
“ 2 2

= 2,618

Resent je tedy 252 = 2,618
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Reseni pomoci goniometrickych funkci:

Nejdrive si spocitame thly v pentagramu a pétiahelniku.

Pravidelny pétithelnik ma v8echny thly stejné velké, které maji 108° (vnitini ahel v pravidelném
n-thelniku se d& spocitat jako W). Vétsi ahly trojuhelnikt pentagramu (nap¥. AABC') jsou

vedlejsi k tthlu 108°, tudiz maji velikost 72°.
Trojahelniky pentagramu (napi. AABC) jsou rovnoramenné, protoZe maji dva thly stejnou velikost.

Spoc¢itame thly v malych trojuhelnicich mimo pentagram (nap¥. AABE). Tyto trojuhelnik jeSou rov-
noramenné, protoze mé dvé strany ze stran trojihelnikt pentagramu. Uhel naproti zakladné (<ABE) je
vrcholovy s thlem 108°, takze ma velikost 108°. Uhly pii zakladné maji potom velikost M = 36°.

Vezmeme si trojuhelnik v pentagramu (napf. AABC). Vedeme vysku k zakladné. Vyska zakladnu
rozdéli na poloviny, protoze je trojihelnik rovnoramenny. Polovinu strany malého pétiahelniku (BD)
si oznacim b. Pfeponu vzniklého pravotihlého trojihelniku (AB) si oznaéim a. Uhel mezi stranami a, b
je 72°. Protoze strany i thel jsou v pravoihlém trojihelniku ABD, vim, Ze pfilehléd stranu ku pfeponé
je cosinus thlu mezi nimi, tudiz b : @ = cos 72°, z ¢ehoz vyjadiime b = a - cos 72°.
Vezmeme si maly trojthelnik mimo pentagram (napf. AABE). Vedeme vysku k zakladné. Vyska rozdéli
zékladnu na poloviny, protoZe je trojihelnik rovnoramenny. Polovinu strany velkého pétithelniku (AF)
si ozna¢im c. Pfepona vzniklého pravothlého trojuhelniku (AB) je stejna strana jako pfepona minulého
pravotihlého trojuhelniku, tudiZ uz je oznacena a. Uhel mezi stranami a, ¢ je 36°. ProtoZe strany i thel
jsou v pravotihlém trojihelniku, vim, Ze prilehla stranu ku preponé je cosinus tthlu mezi nimi, tudiz
c:a = cos36°, z Cehoz vyjadiime ¢ = a - cos 36°.
Chceme zjistit pomér strany velkého pétithelniku ku strané malého pétithelniku. Pomér stran zistane
zachovan i kdyz obé strany vydélime ¢ vynasobime stejnym ¢islem. Proto muzeme pocitat pomér
z polovin stran:
|AF|: |BD|
c:b
a-cos36°:a-cos72°7/ :a

c0s 36° : cos 72°

Regent je tedy cos 36° : cos 72° = 0,809 : 0,309 = 2,618.
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Uloha 6. Kolika zpiisoby mize dopadnout hod ctyimi Sestisténnymi kostkami, jestlize jsou navzdjem

nerozliSitelné? ZdleZi tedy pouze na tom, jaké hodnoty padnou, a ne na tom, na kterjch kostkdch (tedy
1112 je stejné jako 1211).

Reseni:
Necht kazdy hod zapiSseme teckou do schématu nize do okynka podle toho, jaké ¢islo padlo:
1 2 3 4 5 6

Pokud tedy napfiklad padlo 5262, schéma bude vypadat nasledovné: | - - | | | - | -

Méme tedy vzdy 4 tecky a 5 ¢arek. Pocet feSeni je tedy tolik, kolika zpisoby mtzeme z 9 symbolt
vybrat 4 tecky (kazda kombinace symbolt bude znacit néjaky mozny hod, kazdy hod méa pravé 1 zpisob
jak ho lze zapsat). Chceme-li z 9 symbola vybrat 4, tak po¢et moznosti, jak je vybrat v pfipadé, Ze
zévisi na poradi, v jakém je vybereme, je 9-8-7-6, jelikoz nejprve mame na vybér z 9 symboli, nasledné
z 8 symboli (jeden uz jsme vybrali a nemtizeme jej vybrat znovu, protoZe bychom jej vybrali dvakrat
a my chceme mit vybrané 4 riizné symboly) atd. Nyni mame 9 -8 -7 -6 = 3024 moznosti. Jelikoz nas
v8ak zajima pocet moznosti v pripadé, kde nezavisi na poradi, tak musime spocitat, kolikrat jsme takto
kazdou moznost zapoéitali. Mame tedy ¢tvefici symbolt. Nyni spocéitame pocet moznosti, jak jsme je
mohli dostat. Jako prvni jsme mohli vzit kterykoliv ze 4 symboli, jako druhy kterykoliv ze zbyvajicich
3, jako tfeti néktery ze 2 a jako ¢tvrty ten posledni, Kazdou moznost jsme tedy pocéitali 4-3-2-1 = 24
krat. Jelikoz jsme kazdou moZnost pocitali 24 krat, tak musime pocet vSech moZnosti vydeélit 24.
3024 = 126.

Hod miize tedy dopadnout 126 zptisoby.

Pozn. pro pokrocilé: pocet moznosti, jak z n véci vybrat k kdyZz nezalezi na poradi, ve kterém je
vybereme, se znacf (}) (¢teme ,n nad k“) a je definované jako ﬁ'_k),, kde a! (Gteme ,,a faktorial®)
znamené (a)-(a—1)-(a—2)---2-1. V pfipadé uvedeném vyse jsme vlastné dokazali funkénost tohoto
vzorce s vynechanim spoletné ¢asti (n — k)!, tedy (9 — 4)! v ¢itateli i jmenovateli.
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Uloha 7. Pro vsechna nezipornd celd ¢isla a, b plati

(2% —1)|(29° — 1).

s v

Dokazte, Ze pokud pro prvocislo p > 3 a nezdpornd celd c¢isla x, y plati
p® +2Y =27,

potom y — 2 must byt prvocislo.
(Pozn.: pro celd ¢isla k, 1 plati k|l pravé tehdy, kdyz existuje néjaké celé m takové, Ze k-m =1)

ResSeni:
Mocninou dvojky budeme rozumét ¢islo 2 pro néjaké nezaporné celé m.

Od obou stran rovnice v zadani ode¢teme p? a nasledné pouzijeme znamy vzorec 2 —p? = (z+p)(z—p):

2V = a? —p* = (¢ +p)(z —p) (1)
7 toho vyplyva, Zze x + p i x — p musi byt mocninami dvojky.
Pro spor nyni predpokladejme, ze 4 déli © — p. Pak pro néjaké piirozené k plati x — p = 4k (pokud
bychom méli k& = 0, nebylo by  — p mocninou dvojky), takze
x +p =4k + 2p. (2)

Jelikoz vime, Ze p > 3, musi byt p liché (jediné sudé prvocislo je 2), takZe prava strana rovnice (2)
nemiize byt délitelnd ¢tyfmi. Z toho dostdvame, Ze x + p je mocnina dvojky nedélitelna ¢tyfmi, tudiz
je maximalné 2, a proto musi platit

2>x+p>ax—p=4k >4,

coZ je ocividné spor. Cislo z — p tedy nemuze byt délitelné ¢tyimi, takze je 1 nebo 2 (protoze je to
mocnina dvojky).

Pripad = — p = 1 Po vyjadfeni x = 1 + p a dosazeni do rovnice (1) mame
W —92p 1.

Cislo 2p + 1 je liché a z podminky p > 3 neni mensi nez 2-3 + 1 =7, a proto to nemuze byt mocnina
dvojky 2Y. Tento pt¥ipad tedy nemiiZe nastat.

Pripad x — p = 2 Opét vyjadiime © = p + 2 a tento vyraz dosadime do rovnice (1), ¢imz dosta-
neme
22=02p+2)2=4(p+1)
2 =p+1
2972 _1=p. (3)

Vidime, Ze 2¥72 je celé &islo. Nyni budeme zase pro spor piedpokladat, Ze y — 2 neni prvoéislo. Ziejmé
se nemuze rovnat jedné, jelikoz bychom pak hned dostali p = 1. Cislo y — 2 tedy musi byt slozené, z
¢ehoz dostavame y — 2 = r - s pro néjaka pfirozena r,s vétsi nez 1. Pak ze vztahu v zadani a rovnici
(3) vime, zZe

2" —1]2v"2 —1=p. (4)

Vsimnéme si ale, ze plati
1=2'—1<2"—1<2" —1=p,

taze je ¢islo 2" — 1 ze vztahu (4) délitel prvocisla p, ktery se ale nerovna 1, ani p. To je spor, takZze nas
predpoklad, Ze y — 2 neni prvocislo je chybny. O
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