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Reseni 2. série

Uloha 1. Na louce stoji Sest stromii: vysoky a nizky, Siroky a uzky, tmavy a svétly. Mravenci mezi
nimi chtéji postavit ddlnice, které budou propojovat kazdé dva stromy, které si mejsou protikladem, tj.
dvandct ddlnic z moznijch patndcti.

1. Nacrtnéte, kudy by mohly ddlnice vést tak, aby se Zidné dvé nekriZily (polohu stromi si miZete
libovolné zvolit).

2. Jak by mély byt rozestaveéné stromy tak, aby ddlnice byly rovnymi tuseckami?
Reseni:

Oznacime vysoky a nizky strom koleckem, Siroky a tzky trojuhelnickem a tmavy a svétly ¢tvereckem.
Pak muzeme stromy rozestavét takto:
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Uloha 2. Dokazte, Ze Zddné péeticiferné ¢islo nent druhou mocninou svého ciferného souctu.

Reseni:
Predpokladejme, Ze néjaké takové &islo existuje. Ozna¢me ho x a jeho ciferny soucet jako s.
V&imnéme si, ze s < 5-9 = 45, protoze x je péticiferné a kazda jeho cifra je maximalné 9. Zaroven to,
Ze je x péticiferné, znamené, ze z > 10000.

Pro z mé platit z = s2.

7Z naseho pozorovani plati 10000 < z = s? < 452 = 2025. To by znamenalo, Ze 10000 < 2025, takZe
jsme dosli ke sporu. Zadné takové x tedy nemizZe existovat.
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Uloha 3. Myslivec md v krabicce 3 typy zvirat — draky, hydry a sané. Urcete, kolik je od kazdého
druhu, pokud vite, Ze:

o Drak ma 2 kiidla a 8 ocasy,

e hydra mda 4 kridla a Zadny ocas,
e san md 8 kridel a 1 ocas,

e v krabicce je vice sani neZ draki,

e v krabicce je celkem 120 kridel a 14 ocasii.

Reseni:
Pocet draki si oznac¢ime d, hyder h a sanf s.
d, h, s jsou poéty zvitat v krabicce, takZze jde o pfirozena ¢isla (kladna, celd).

7 poctu kiidel a ocast jednotlivych zvitat a celé krabicky mtzeme sestavit dvé rovnice:

e Pocet kiidel: 2-d+4-h+8-s5=120
Obé strany rovnice muzeme vydélit 2, ¢imZ dostaneme d +2-h + 4 - s = 60

e Pocet ocast: 3-d+0-h+1-s=14 Zjednodusime na 3-d + s =14

Vime, Ze s > 1, takZe je jen par moznosti, kolik muZze byt d, aby 3 - d + s = 14 mohlo platit. Kdyby
totiz d > 5, byla by leva strana rovnice aspoi 16, coz je spor.

e d=1. Potom z 3-d+ s = 14 dostaneme 3 -1+ s = 14, takze s =11. Dalez d+2-h+4-s = 60

dostaneme 1+ 2-h+4-11 = 60, takze h = % To je spor, jelikoz h mé byt celé.

e d=2. Potom z 3-d+ s =14 dostaneme 3 -2+ s = 14, takze s =8. Dadlezd+2-h+4-5 =60

dostaneme 2+ 2-h + 4 -8 = 60, takze h = % = 13. Tato moznost vyhovuje vS§em podminkim

v zadani.

e d=3. Potom z 3-d+ s =14 dostaneme 3 -3+ s = 14, takze s =5. Dalez d+2-h+4-s = 60
dostaneme 3+ 2-h+4 -5 =60, takze h = % To je spor, jelikoz h mé byt celé.

e d =4. Potom z 3-d+ s = 14 dostaneme 3 -4 4+ s = 14, takZe s = 2. To je spor, jelikoz sani ma

byt vice nez drakii.

Zjistili jsme, Ze celkem ma myslivec v krabi¢ce 2 draky, 13 hyder a 8 sani.

Poznamka: MozZnosti d =1 a d = 3 by slo vyradit Wvahou, Ze v rovnici d+2-h+4-s = 60 je pravd
strana sudd a 2-h + 4 - s bude vidy sudé, takZe d musi také bijt sudé.
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Uloha 4. Skupinka 12 datlii hraje tiymovou hru. Vidy utvori 2 tymy, kazdy o 6 ptacich. Kolik nejméné
her staci na to, aby kazdy hrdl s kaZdym alespori jednou jako spoluhrdac?

Regeni:
Kdyz si kazdy tym rozdélime na 2 pilky, vzniknou nam 4 mensi jednotky (minitymy). Béhem 3 her se
mize kazda vystiidat s vSemi zbylymi 3 minitymy v tymu (6 datla), napf. takto:

H 1. tym ‘ 2. tym
1. hra 1,2,3,4,5,6 7,8,9, 10, 11, 12
2. hra 1,2,3,7,8,9 4, 5, 6, 10, 11, 12

3. hra | 1,2 3, 10, 11,12 | 4,5,6,7,8,9

Ted je potfeba dokazat, Ze to neni mozné béhem méné her. To by muselo byt v 1 (coZ ze zadani zjevné
neni mozné), nebo ve 2. Vezméme si 1. datla. 1. datel v prvni hie hraje s 5 jinymi datly. V nasledujici
hie (druhé) by tak potfeboval, aby hral se zbyvajicimi 6 datly — to by pfesahli pocet ptéki na tym,
bylo by jich 7.
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Uloha 5. Veverka si mysli ¢slo od 1 do 100. Vaclavek se snazi uhodnout spravné ¢éislo. Déla to
nasledujicim zptsobem. Muze tipovat rtzna ¢isla a v pifpadé netspéchu se dozvi, jestli si Veverka
mysli mensi nebo vétsi. Pokud Vaclavek tipne ¢islo mensi, tak se nic nestane. Kdyz poprvé tipne &islo,
které je vétsi nez Vevercino, tak se opét nic nestane. Pokud by ale podruhé tipnul ¢islo, které je vétsi
nez Vevercino, tak by prohral. Kolik nejméné pokust stac¢i na to, aby Vaclavek mohl zvolit univerzalni
postup, jak spravné ¢islo do uvedeného po¢tu pokusu tipnout, aniz by prohral (bez ohledu na to, jaké
¢islo to je)?

Reseni:
Vaclavek musi na zaCatek tipnout néjaké mensi ¢islo. Pokud totiz tipnem 50, tak, pokud je spravné
¢islo mens{ nez 50, musi zacit tipovat postupné od 1, jinak riskuje, Ze prohraje. Mohlo by mu to tedy
trvat az 50 pokusti. Obecné, kdyz tipne jako prvni ¢islo n, tak mu to miiZe trvat n pokusti, pokud je
spravné ¢islo mensi. Pokud je vétsi, tak vyTadil prvnich n &isel.

Reknéme tedy, Ze na zaCatku je pro Vaclavka optiméalni tipnout ¢islo n. Co ma délat, pokud je Vevercino
¢islo vétsi? Mohlo by se zdat jako nejlepsi tipnout ¢islo 2n. Pokud by ale spravné ¢islo bylo 2n — 1,
trvalo by mu jeho uhodnuti pfesné n + 1 pokusii. My ale chceme, aby to bylo co nejméné pokusi pro
libovolné ¢islo a tedy je nejlepsi, pokud to bude pro kazdé ¢&islo stejné. Tedy jestlize pro ¢isla od 1
do n je trva uhodnuti maximéalné n pokusti, tak i pro dalsi by to mélo byt n. Proto je vhodnéjsi
tipnout 2n — 1. Timto zpusobem pokracujeme dal. Zase tipnul o ¢islo vic a tedy rozdil mezi &isly co
tipuje musime zmengit o 1. Vaclavek bude tedy postupné tipovat c¢isla n, 2n — 1, 3n — 3, 4n — 6,
5n — 10. Rozdily téchto ¢isel postupné o jednicku klesaji, az budou 1. Potfebujeme, aby soucet téchto
rozdilti byl alespon 100 (nejvétsi islo, které si miize Veverka myslet). Tedy hleddme nejmensi n, aby
n+(n—1)+m—-2)4+---+2+1>100. Platin+ (n—1)+ (n—2)+---+24+1= % Proto

% > 100. Nejmensi n, které to spliuje, je n = 14 (to zjstime napf. tipovanim).

Proto Vaclavkovi sta¢i 14 pokusu. Jako prvni tipne ¢islo 14, pokud bude Vevercino ¢islo mensi, zacneme
postupné tipovat ¢isla 1, 2, 3, ..., pokud je Vevercino ¢islo vétsi, tipne ¢islo 2 - 14 — 1 = 27. Pokud
je Veverc¢ino ¢islo mezi 14 a 27, tak bude opét tipovat odspodu &isla 15, 16, ...Pokud je vétsi, tak
tipne 3 - 14 — 3 = 39. Pokud bude Vevercino ¢islo stale vétsi, bude postupné tipovat ¢isla 50, 60, 69,
77, 84, 90, 95, 99, 100. Pokud nékdy bude Vevercino ¢islo mensi, za¢ne tipovat odspodu od naposledy
hédaného ¢isla.
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Uloha 6. Madme krychli, jejiz délka hrany v centimetrech je celociselnd a alespori 2. Celou jsme ji
ponotilt do barvy a poté ji rozrezali na centimetrové krychlicky. Plati, Ze:

e Datel 1 turdi, Ze krychlicek s jednou obarvenou sténou je dvakrdt vic nez téch s dvéma obarvenymi
sténams,

e Datel 2 turdi, Ze krychlicek s tremi obarvenymi sténami je trikrdt vic nezZ téch s jednou obarvenou
sténou,

e Datel & turdi, Ze krychlicek s dvéema obarvenymi sténami je dvandctkrdt vic neZ téch s Zddnou
obarvenou sténou,

e Datel 4 turdi, Ze krychlicek s Zadnou obarvenou sténou je osmkrdt vic neZ téch s tiremi obarvenymsi
sténams.

Pravdu md prdavé jeden z téchto datli. Ktery a jokd je délka hrany pivodni krychle?

Reseni:
Ozna¢me si délku hrany puvodni krychle v centimetrech n. Kolik mame od kazdého druhu krychli¢ek?

e Obarvena byla jedna vrstva krychli¢ek na kazdé stran€ krychle, neobarvené krychlicky tedy pred
rozfezanim tvorili krychli s hranou n — 2, dohromady jich tedy je (n —2) - (n —2) - (n — 2).

o Na kazdé sténé puvodni krychle tvofili krychlicky s jednou obarvenou sténou ¢tverec o strané
(n — 2). Dohromady mé& krychle 6 stén, takZe krychli¢ek s jednou obarvenou sténou je 6 - (n —
2)-(n—2).

e Na kazdé hrané puvodni krychle je (n — 2) krychli¢ek s dvéma obarvenymi sténami. Dohromady
ma4 krychle 12 hran, takze krychli¢ek s dvéma obarvenymi sténami je 12 - (n — 2).

e Krychlicky s tfemi obarvenymi sténami se vyskytuji pouze v rozich krychle. Téch ma krychle
osm, takze je celkem 8 takovych krychli¢ek (ze zadani vime n > 2, takze se nemuze stat, ze by
§lo o 1 krychlicku).

Nyni se blize podivejme, co kazdy datel rika.

e Datel 1 tvrdi, ze krychli¢ek s jednou obarvenou sténou (t&ch vime, ze je 6 - (n —2) - (n — 2)) je
dvakrat vic nez téch s dvéma obarvenymi sténami (téch je 12+ (n —2)). Kdyz to dame do rovnice:

2)
2)

n

6-(n—2)-(
(

12 (n—2)

n —
n —

2.
4
6

Rovnici jsme na zacatku vydélili (n — 2). To mazeme udélat, pouze pokud n # 2. Pokud n = 2,
tak jsou obé strany rovnice 0, takZe to taky plati.
Datel 1 ma pravdu pravé tehdy, kdyz n = 6 nebo n = 2.

e Datel 2 tvrdi, Ze krychli¢ek s tfemi obarvenymi sténami (téch je 8) je tiikrat vic nez téch s jednou
obarvenou sténou (téch je celo¢iselny pocet). 8 ale neni délitelné 3, takZe toto ur¢ité neni pravda.
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e Datel 3 tvrdi, ze krychli¢ek s dvéma obarvenymi sténami (téch je 12 - (n — 2)) je dvanactkrat vic
neZ téch s zddnou obarvenou sténou (téch je (n —2)-(n—2)-(n—2)). Kdyz to dame do rovnice:

12-(n—2)=12-(n—2)-(n—2) - (n—2)

1=(n—-2)-(n—-2) // (vime n > 2, takZe jsou obé strany neziporné)
l=n-2
n=3

Rovnici jsme na zac¢atku vydélili (n — 2). To muzeme udélat, pouze pokud n # 2. Pokud n = 2,
tak jsou obé strany rovnice 0, takze to taky plati.
Datel 3 ma pravdu pravé tehdy, kdyz n = 3 nebo n = 2.

e Datel 4 tvrdi, ze krychlicek s zadnou obarvenou sténou (téch je (n —2) - (n —2) - (n —2)) je
osmkrat vic nez téch s t¥emi obarvenymi sténami (téch je 8). Kdyz to dame do rovnice:

n—2)-n—2)-(n—2)=8-8

n—2)-(n—2)-(n—2)=4-4-4 /¥
n—2=4
n==~6

Datel 4 ma pravdu praveé tehdy, kdyz n = 6.

Aby mél pravdu alespon jeden datel, musi platit n = 6, n = 2 nebo n = 3. Kdyby ale platilo n = 6
nebo n = 2, budou mit pravdu dva datlové, takze plati n = 3 a pravdu mluvi datel 3.
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Uloha 7. Méjme papir o rozmérech 28cm x 21 c¢m a mince o poloméru 1cm. Budeme je sklddat
na papir po Fddcich po¢inaje v levém dolnim rohu jako niZe na obrdzku. Urcete, zda se vejde vice minci
na papir poloZeny na Sivku, nebo na vysku, a spocitejte o kolik.

N\

Reseni:
Nejprve spocitame vzdalenost mezi jednotlivymi radky.

Stredy tii dotykajicich minci tvori rovnostranny trojuhelnik o strané 2. Jeho vysku v dopocitame
z Pythagorovy véty:

22:12+02
4=1+v°
vP=4-1=3

v=13
Vidime, Ze vzdalenost mezi fadky je v/3.
Proto r fadki mé na vysku 1+ (r—1)-v/3+41 centimetrii. Na vysku 21 cm tedy p¥ipada r = L%j +1=
11 fadki, zatimco na vysku 28 cm pfipada r = L%J + 1 =16 radku.

Pri vysce 21 cm a sifce 28 cm mé kazdy lichy rfadek 28 : 2 = 14 minci, kazdy sudy pak 13 minci, celkem
je tam tedy (6 -14) + (5 - 13) = 149 minci.

Pii vysce 28 cm a Sifce 21 cm ma kazdy Fadek |21 : 2] = 10 minci, celkem je tam tedy 10 - 16 = 160
minci.

Vice minci se vleze na papir poloZzeny na vysku, a to o 11.



