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Reseni 1. série

Uloha 1. Mdme 3 ctyisténné kostky. Kazdd z nich md na kazdé své strané prdave jedno pismeno.
Veétev Viclavek si s témito kostkami hrdl ndsledujicim zpisobem: kostkami vrhl a z téch t7i pismen,
kterd mu padla, zkusil posklddat néjaké smysluplné ceské slovo v prunim pddu (diakritiku Viclavek
nezanedbdval!). Pokud néjaké Slo sloZit, tak si ho zapsal. AZ potom hdzel ddl. Takto hodil postupné
slova PES, LID, SEN, PEC, LED, STO, PUD, LES, RET a NOC. Po poslednim hodu, kdyz hodil
NOC, divoce tuklo do kostky s O, kterd se preklopila a zacala ukazovat jiné pismeno. Viclavek si ale
vsiml, Ze 1 tak lze z tF pismen, kterd na néj zirala z kostek, sloZit smysluplné slovo v pronim pddu. Jaké
slovo to bylo? A jak vypadaly kostky?

Reseni:
V&imnéme si, Ze 3 Ctyfsténné kostky maji celkové 12 stén a v hozenych slovech se vyskytuje pravé
12 pismen, kazdé z téchto pismen bude tedy na pravé jedné z téchto 12 stran.

Podivejme se na tyto t¥i hozené slova: PES, LES, SEN. Vsechna obsahuji E a S, na dvou kostkach tedy
vzdy padly tyto stejné strany. Na tieti zbyvalé kostce tedy padaly pismena P, L a N. Oznacme si tuto
kostku jako prvni, kostku s E jako druhou a kostku s S jako tfeti.

U slova LED padlo na prvni kostce L, na druhé opét E a na tfeti tedy muselo padnout D. PfipiSme
si tedy pismeno D k tieti kostce. Obdobné ze slova PEC miuZeme prifadit pismeno C k tieti kostce
(P a E uz jsou pfifazeny k prvni a druhé kostce). Diky slovu LID piifadime pismeno I k druhé kostce,
protoZe L uZ je na prvni a D na tieti, stejné tak ze slova NOC mutzZeme zjistit, Ze k druhé kostce patii
O. Ted ze slova STO zjistime, ze T je ¢tvrté a posledni pismeno na prvni kostce (uz vime, kde jsou
S a O). Zbyvaji slova RET a PUD. U obou zname dvé ze tii pismen a miZeme tedy tieti priradit k té
kostce, na které zbyvajici dvé nejsou - U k druhé kostce a R ke tieti. Kostky tedy vypadaji takto:

1. P,L,N, T
2. E, I, O, U
3.5,D,C, R
Po poslednim hodu byly vrzeny pismena N, O a C. Po preklopeni kostky s O muselo padnout E, I nebo

U, vysledné slovo tedy musela byt pfesmycka CEN, CIN nebo CUN. Protoze hledame slovo v prvnim
padu a nezanedbavame diakritiku, jedinou moZznosti je NIC (padlo I).
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Uloha 2. Medvéd Xon je dvakrdt mladsi nez medved Yon. Medvéd Zon je dvakrdt starsi neZ medvéed
Yon. Za rok bude vék medvéda Xon prvocislem, véky medvédi Yon a Zon budou kvadrdty. Spocitejte,
kolik mizZe byt medveédovi Yonovi (vSechny moznosti). Vsem medvédim je méné nez 100 let. Veék je celé
kladné cislo. (Hodnoti se hlavné postup a jeho dikladné vysvétlent.)

Reseni:
Oznacime si v€k medvéda Yona pismenem y a pomoci néj vyjadiime véky medvédi Xona a Zona:

o Medveéd Xon — %

e Medvéd Zon — 2 -y
Vyjadiime si véky medvédu za rok:

e Medvéd Xon — § + 1
e Medvéd Yon — y 4+ 1 = a2, kde a je z pfirozenych ¢isel

e Medvéd Zon — 2-y + 1 = b2, kde b je z pFirozenych &isel

Pokud v8em medvédim je tenhle rok méné nez 100 let, bude jim za rok bude méné nez 101 let. Vime,

Zze za rok budou nékteré véky kvadraty, tudiz si vypiSeme vSechny kvadraty do 100 (v¢etné):
1; 4: 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100

y musi byt délitelné 2, protoze medvéd Xon je dvakrat mladsi nez medvéd Yon, jehoz vék jsme si
oznacili y.

Tudiz musi byt y sudé, kvili tomu bude y + 1 liché ¢islo. Stejné tak ¢islo 2 - y 4+ 1 musi byt liché (2-y
je sudé).

Kvadraty maji byt y +1 a 2 -y + 1, coz musi byt liché4 ¢isla, takZze omezime kvadraty do 100 pouze
na ty liché:
1; 9; 25; 49; 81

Vyzkousime y + 1 na kvadratech:
e y + 1 se nemiiZe rovnat 1, protoze y je kladné &islo.
e Pokudy+1=9,paky=8;2-y+1=2-8+1=17, ale 17 neni kvadratem.

e Pokud y+1=25paky=24;2-y+1=2-24+41=49 a ¢islo 49 je kvadratem.
Jeste zkontrolujeme podminku, Ze vék medvéda Xona po roce je prvocislem: § +1 = % +1=13
a Cislo 13 je prvocislo, tudiz varianta y = 24 spliuje vSechny zadané podminky.

e Pokud y+1=49, pak y=48;2-y+1=2-48 41 =97, ale 97 neni{ kvadratem.

e Pokud y+1=81,pak y=80;2-y+1=2-80+ 1= 161, ale 161 neni kvadratem.

Medvédovi Yonovi muze byt 24 let a jind varianta neexistuje. VSechny ostatni varianty jsme vyloudili
kvtli nesplnéni nékteré ze zadanych podminek.
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Uloha 3. Zjistéte cifry a, b, ¢, d z rovnice, kterd je v osmickové soustavé (a, b, ¢, d jsou navzdjem
riznd c¢isla).

a a a
+ a ¢ a
d ¢ d b

(Ndpovéda: vice o osmickové soustavé napt. zde: matweb.cz/prevod)

Reseni:

Cisla a, b, ¢, d jsou v osmickové soustavé, tedy od 0 do 7.

Jaké jsou mozné hodnoty d? Kdyz s¢itame 2 &isla mezi 0 a 7, nedostaneme vice nez 16 v osmickové
soustavé. Proto nejpravéjsi sloupec nemohl pfenést do druhého sloupce zprava vétsi hodnotu nez 1.
Tam opét s¢itame 2 ¢isla mezi 0 a 7, s prenesenou jednickou nemtizou mit vétsi soucet nez 17, tedy
do dalsiho sloupce se opét prenese maximélné 1. V tfetim sloupci zprava opét s¢itame 2 ¢isla mezi 0
a 7, s prenesenou jednickou nemtizou mit vétsi soucet nez 17, tedy do dalstho sloupce se opét prenese
maximélné 1. To znamen4, Ze d je maximéalné 1. Prvni cifra ¢isla nemize byt 0, takze plati d = 1.

a a a
Méme tedy rovnici + a ¢ a
1 ¢ 1 b

Z tietiho sloupce zprava vidime, Ze a +a+x = 8 4+ ¢ (kde z znac¢i 0 nebo 1 — podle toho, jestli sloupec
vpravo dal soucet v&tsi nebo mensi nez 8). Z prvniho sloupce zprava vidime, Ze a + a = y + b (kde
y znali 0 nebo 8 — podle toho, jestli je soucet tohoto sloupce vétsi nebo mensi nez 8). Kdyby « = 0,
platilo by 8 + ¢ = a + a = y + b. To je spor, jelikoz b, ¢ jsou ruzné, ale zaroven se lis{ o0 méné nez 8
(jsou to oboji cifry v 8-soustavé). Proto z = 1, neboli a + a+ 1 = 8 + ¢. Kdyby y = 0, tak a + a = b,
takze 8 +c=a+a+1=0b+ 1, neboli 74 ¢ =b. Jelikoz b, ¢ jsou cifry v 8-soustavé, muselo by ¢ = 0,
b=7. Vime ale a + a = b, takZe b je sudé, takZe mame spor. Proto y = 8, neboli a +a = 8 + b.

Vime a+a =840, takze b=2-a — 8.

Vimea+a+1=8+4c¢, takzec=2-a -7

Vidime a +a =8 + b > 8§, tedy a je alespon 4.

Udélame si tabulku moznosti, kolik mtze byt a a kolik by v tom piipadé bylo b, ¢, d.

a|b=2-a—-8|c=2-a—-7|d=1 Zaveér

4 0 1 1 Spor — ¢isla musi byt rizna

5 2 3 1 MozZné TeSeni — provedeme zkousku
6 4 5 1 MozZné Teseni — provedeme zkousku
7 6 7 1 Spor — ¢isla musi byt rizna

Vypada to, Ze rovnice bude mit 2 FeSeni, musime ale provést zkousku:

o Leva strana: aaa + aca = 555 4 535 = 1312
Prava strana: dedb = 1312 Nagli jsme feSeni!

e Leva strana: aaa + aca = 666 + 646 = 1534
Prava strana: dedb = 1514 Toto neni feSeni.

Jediné feSeni je a =5, b=2,c=3,d=1.
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Uloha 4. Kolika zpiisoby se lze dostat z policka v levém dolnim rohu tabulky 5x 5 do policka v pravém
hornim rohu? MiZeme se pohnout pouze do policka, se kteriym mase policko sdili horni hranu, pravou
hranu nebo pouze pravy horni roh. Zdrovern do policka uprostied tabulky neni mozZné vstoupit.

Reseni:
Spoditame, kolika zptisoby se 1ze dostat do kazdého policka tabulky. Do né&jakého konkrétniho policka
se muzeme dostat z policek, se kterymi nase policko sdili dolni hranu, levou hranu nebo levy dolni roh.
Pocet zptsobi, jak se do tohoto policka dostat, bude proto soufet poétu zpusobt, jak se dostat do
téchto tif policek. Tabulku 5 x 5 si nakreslime a do kazdého policka zapiSeme, kolika zptisoby se lze
do ného dostat. Do policka vlevo dole se da dostat jen jednim zptsobem - uz tam stojime a nikdy se
nemuizeme vratit.

1 9 [ 28 | 64 [ 152
1 7 [ 12 ] 24 | 64
1 5 !] 12 | 28
1 3 5 7 9
1 1 1 1 1

Po vyplnéni tabulky zjistime, Ze odpovéd je 152.
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Uloha 5. Jsou ddny body A, B, C, D tvorici ctyrihelnitk ABCD a 3 rovnobézky 1, m, n takové, Ze
llm| = 3 em, |mn| =2cm, |In| =5 cm. Bod A leZi na pFimce n, body B, D leZi na pFimce m a bod C
lezi na primee l. |<DAB| = 90°, |<DCB| = 90°, obsah ¢tyrihelnika ABCD je 20 cm?.

Jaky je polomeér kruznice opsané trojuhelniku CDE pro libovolny bod E takovy, Ze |<DEB| = 90°¢
(Ndpovéda: zjistéte si néco o Thaletové vété nebo o vlastnostech tétivového ctyiihelniku)

Reseni:

Ctyrihelntk ABCD ma soucet protilehlych thli (<DAB,<DCB) 180°, tedy se jedna o tétivovy tyi-
thelnik — tj. ¢tyrahelnik, jehoz vSechny vrcholy lezi jedné kruznici, oznacme si ji k. K tomuto se da
dospét i pomoci Thaletovy véty — body A a C sviraji nad BD pravy thel, tedy oba lezi na Thaletové
kruznici nad BD.

Stejnym zpusobem lze dokazat, Ze na kruznici k lezi i bod F.

Vgechny vrcholy trojuhelniku C'DFE lezi na této kruznici, tedy je k jeho kruznici opsanou. Pramér k je
napi. DB.

Délku tsecky DB vypocitame z obsahu ¢tyithelniku ABCD. Ten lze vypocitat jako soufet obsaht
trojihelniki ABD a BCD. Abych z toho ziskal délku tisecky DB, musim obsah vypocitat jako:

Ve Vg
S=|DB|-—=+|DB|-—
DB|- % + DB
S —|pB|. et
2
S
|DB’ = Ve+vg
2
25
DB| =
c + Va
Dosadim:
DB 2 .20 cm? 40 cm? .
= = = m
Jcm + 2cm 5cm
A polomér k je |D725W =4cm.
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Uloha 6. Ve ctyiuhelniku je 1234 kulicek. Veverka s Pytlousem hraji hru, pii které se stiidagji v tazich.
V pronim tahu Veverka rozdéli kulicky na dvé hromddky (v kaZdé z nich must bijt alesponi jedna kulicka).
V kazZdém dalsim tahu si hrd¢ na tadé vybere jednu ze dvou hromddek, které mu jeho souper nechal,
a rozdéli ji opét na dvé hromddky (v kaZdé z nich musi byt alespoti jedna kulicka). Hromddka kulicek,
kterou st nevybral, se odebere ze hry.

Prohrdvd ten hrdc, ktery nemiZe dokondit svij tah. Jeden z hracid md viyherni strategii (dokdZe vidy
vyhrdt, bez ohledu na to, jak hraje ten druhy). Urcete, jestli je to Veverka nebo Pytlous.

Reseni:
V&imnéme si, Ze vybrat si jednu ze dvou hromédek se da vzdy, takZze pokud nékdo nemiize dokonéit
svij tah, tak to musi byt kvili tomu, Ze nedokaze rozdélit hromadku, co si vybral. To nastane pravé
tehdy, pokud si vybere hromadku s jednou kulickou (jinak ji vzdy dokaze rozdélit).

Ukazme, ze Veverka muze hrat tak, Ze si ve v8ech svych tazich (kromé toho prvniho) dokaze vzdy
vybrat hromadku se sudym poc¢tem kulic¢ek. Veverka zacina s 1234 kulickami, coz je sudé ¢islo, takze je
miuZe rozdélit na dvé hromédky s lichymi pocty kuli¢ek. Pytlous je potom donucen vybrat si hromédku
s lichym poc¢tem kuli¢ek. Pokud chceme vyjadfit liché &islo jako soucet dvou celych ¢&isel, pak je pravé
jedno sudé a pravé jedno liché. Pokud tedy Pytlous rozdéli svou vybranou hromadku (s lichym poc¢tem
kuli¢ek) na dvé dalsi, potom bude jedna z nich mit sudy pocet kuli¢ek. Veverka si ji miZze vybrat a zase
rozdélit na dvé hromadky s lichymi pocty kulicek atd. Opakovanim tohoto postupu si Veverka muze ve
v8ech dalsich svych tazich opét vybrat hromadku se sudym poctem kulicek. Veverka tedy miize hrat
tak, Ze si nikdy nevezme hromadku s lichym po¢tem kuli¢ek. Nevezme si potom ani hromadku s jednou
kulickou, takZe neprohraje.

Po kazdém tahu se ze hry vyradi hromadka kulic¢ek, ve které alespoini jedna kulicka, takze pocet kulicek
ve hie pri kazdém tahu klesne alesponn o jedna. Na zacatku mame jen konecny pocet kulicek, a pro-
toze kulicek ve hie nemtize byt zaporny pocet, musi hra vzdy skonéit bez ohledu na to, jak Veverka
s PytlouSsem hraji. Konec hry znamena to, Ze néktery z hracu uz dal nemize hrat, a tedy prohraje.
Dokazali jsme, Ze to nemize byt Veverka (pokud se snaii), takze prohraje Pytlous a Veverka vyhraje.

Vyherni strategii mé Veverka.
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Uloha 7. Méjme n rizngjch zlomkii s kladnymi citateli i jmenovateli. Vytvorime novyj zlomek, jehoZz
citatelem bude soucet Citateli vSech n zlomki a jmenovatelem bude soucet jmenovateli téchto n zlomkii.
Dokazte, Ze noveé vytvoreny zlomek bude vZdy vétsi neZ nejmensi z puvodnich zlomkdu, ale mensi nez
nejuetst z nich.

Reseni:
Méjme n zlomka tvaru:
a; ags as (079
bl’ b27 b3?"'7 bn’
kde ay,a9,...,a,,b1,bs,...,b, jsou kladné ¢isla.

Bez tijmy na obecnosti mizeme piredpokladat:

al a9 as Qp
T 221
b1<b2<b3< <bn()

Chceme dokézat, ze plati:

ﬂ<a1+a2+a3+---+an <an
b1 b1 +ba+0b3+---+ by bn

Z (1) plyne:
Z—j > Z—i upravime: asg > bs - Z—ll
Z—z > Z—i upravime: ag > bg - Z—ll
Z—: > Z—ll upravime: a, > b, - Z—ll
Tyto nerovnice secteme:
a
Gy a5+ an > (by by o) /+a
1
ai . ai
a1 +as+az+---+a, > (b2+b3+-~+bn)-b—+a1 upravime ag :bl-b—
1 1
ai ai
ar+ags+az+---+ap> (bg—i-bg—l-"'-i-bn)'bf—i-bl-bf
1 1
a
ar+ag+az+---+ap > (bl+bg—|—b3+"'+bn)'bfl /(b1 +by+bs+---+0by)
1
ar+ag+az+---+apy S a1
by +by +bg+---+ by by
Posledni apravu jsme mohli provést, jelikoz by, b, . . ., b, jsou kladné ¢isla, tedy i jejich soucet je kladny.

Ziskali jsme ¢ast nerovnice, kterou jsme méli dokazat.
Analogicky dokazeme, Ze plati i

a1 +ag+as+---+ap A,
by +by +bg+---+ by bn

Tedy opravdu plati
al a1+a2+a3+-~+an<an

by bi+botbs+--F+b, by




