KoMdR — Reseni 5. série Skolni rok 2023/202/

Reseni 5. série

Uloha 1.  Vybarvi kazdou busiku tabulky jednou z barev (Cervend, zelend, Zlutd a modrd) podle pokyni
v jednotlivijch butikdch.

A

Tato barva je v celé
tabulce trikrdt

Modrijch bunek je
stejné jako zelenyjch

Bunka vlevo od této
je Zlutd

Tato bunika md stej-
nou barvu jako B2

Jakd je barva této
buriky? :)

Tato bunika sousedi
kaZdym rohem s ji-
nou barvou

Dve  cervené bunky
spolu mikdy nesou-
sedi stranou

Tato barva je v ta-
bulce celkem clyri-
krat

Burika pod  touto
neni zelend ani Zlutd

V tomto tddku se
jako v jediném na-
chdzi vsechny barvy

Tato bunka je cer-
vend

Tato barva se na-
chdzi ve dvou na-
vzdjem  protilehlych
rozich tabulky (do
uhlopricky)

Tato barva se mne-
nachdzi v pronim
Fadku

Tato  bunka  md
stejnou  barvu jako
butika vpravo od ni

V tomto radku ani
sloupci se nenachdzi
modrd

Tato bunika sousedi
stranou s prdve
jednou bunkou tézZe
barvy
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Reseni:

A

Tato barva je v celé
tabulce trikrat

Modrych bunék je
stejné jako zelenych

Buiika vlevo od této
je zluta

Tato buiika méa stej-
nou barvu jako B2

Jaka je barva této
bunky? :)

Tato bunka sousedi
kazdym rohem s ji-
nou barvou

Dvé cervené bunky
spolu nikdy nesou-
sedi stranou

Tato barva je v ta-
bulce celkem ¢&tyfi-
krat

Bunka pod touto
neni zelené ani zluté

V tomto radku se
jako v jediném na-
chazi vsechny barvy

Tato bunka je cer-
vena

Tato barva se na-
chézi ve dvou na-
vzéjem protilehlych
rozich tabulky (do

thlopricky)

Tato bunka sousedi
stranou s  praveé
jednou bunkou téze
barvy

Tato  bunka
stejnou barvu jako
bunka vpravo od ni

V tomto fadku ani
sloupci se nenachazi
modra

Tato barva se ne- mé
nachéazi

radku

v prvnim

Zatneme Cervenou buitkou na C3 a zlutou na Bl (viz C1). Poté se podivame na D3: modra tam byt
nemize, protoze vime, Ze modra se nenachéazi ani v jednom z rohi ¢étvrtého fadku (viz C4), tedy
nemiize byt ve dvou protilehlych rozich. D3 nemiize byt ani ¢ervend, protoze dvé ¢ervené spolu nikdy
nesousedi stranou (viz C2). D3 je tedy zelena nebo Zluta. Proto dva diagonélni rohy jsou oba bud
zluté, nebo zelené. Toto se nemuZe tykat rohu A4, ktery neni ani zeleny, ani zluty (viz A3). Dva rohy
se stejnou barvou jsou tedy uréité Al a D4. Stejnou barvu jako tyto rohy mé i D3, tedy D3, D4 a Al
jsou navzajem jedné barvy (zlutd nebo zelen4)

Barvu, kterou méa Al, maji celkem tii buniky v tabulce. Kdyby to byla zluté, tak to nevychazi, protoze
by zluté byly jak Al, D4 a D3, tak i B1. Tedy barva A1, D4 a D3 je zelena, pfi¢emz zelena se v tabulce
jiz vicekrat nezopakuje.

Buiika C4 nemiize byt ¢ervena (2 ¢ervené nesousedi stranou), zelend (ta uz v tabulce neni) ani modra
(ta v tomto Fadku neni). Proto je zlut4, stejné jako B4.

Zamérme se na B2. Vlevo nahore sousedi rohem se zelenou, vpravo dole s ¢ervenou. S modrou nemuze
sousedit na C1, protoZe v sloupci C neni modré (viz C4). Modré4 je tedy na A3 a C1 je zluta.

Ve tfetim fadku uz méame v8echny barvy kromé zluté, B3 je tedy zlutd. A4 nemuZe byt modra (viz
C4), ani zelena nebo zluté (viz A3). A4 je tedy Cervena. Bunika C2 je zluté, nebot nemize byt zelena
(ta uz v tabulce neni), modra (viz C4), ani ¢ervena (Cervena je buiika pod ni a 2 ¢ervené nesousedi
stranou). C2 je tedy zluta.

Podivame se na D2. Neni zelena (ta uz v tabulce neni), ani zluta, protoZe ta uz se v tabulce nachazi
pétkrat. Neni ani modra, protoze modrych bunék je stejné jako zelenych (viz B1), tedy jsou tii. D2 je
proto ¢ervena. Zbyva nam urcit barvy bunék A2, B2 a D1, pficemz B2 a D1 maji stejnou barvu (viz
D1). Modré buiiky jsou v tabulce pravé 3 (viz Bl) a my mame zatim jen jednu, takze B2 a D1 jsou
modré. Cervené buiiky jsou v tabulce 4 (viz D2) a my mame zatim jen 3, takze A2 je Cervena.
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Uloha 2.  Madme obdélnik ABCD a bod E na strané AB. Plati, ze 2-|AE| = |EB|, a vime, Ze pomér
stran obdélnika je 2 : 3. Urcete, jestli je vétsi whel AED, nebo ihel CED.
(Ndpovéda: whel |ADE)| lze spocitat jako arctg %, coZ je zhruba 26,57°)

Reseni:

A E B
@ @

Ze zadanych poméri vime, ze EBC je rovnoramenny trojuhelnik, takze |[<FECB| = M = 45°.
Také vime, ze |<XADE| = 26,57°, dopo¢itanim thld v trojuhelniku ADE dostaneme |<XAED| =
180° — 90° — 26,57° = 63,43°. Dale |[<ECD| = 90° — 45° = 45°. Z toho uz muZeme dopocitat
|<CED| = 180° — 63,43° — 45° = 71, 57°.

Vime, ze 63,43° < 71,57°, takze ihel AED je mensi nez thel CED.
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Uloha 3. T¥i osoby (Francouz, herec a nezaméstnanyj) si v pribéhu piil roku pijcovaly ilinky. Popla-
tek za pijcku cind 1 Silink, neboli pii vracend penéz musi ten, kdo st pijcoval, zaplatit za kaZdou pijcku
o 1 gilink vice, neZ kolik si pijcil Silinku. Kolik kdo komu md na konci splatit tak, aby se spldcelo co
nejméné penéz, tedy penize Sly piimo tomu, komu chybi (zatim nikdo nic nevrdtil)? Vime, Ze:

e v 1. mésici Francouz pijcoval 21 Silinki, z toho % herci a % nezameéstnanému,
e v 2. mésici si herec pijcoval 42 silinki, a to % z toho od Francouze a % od nezameéstnaného,
e v 3. mésici nezaméstnany pujcoval 33 Silinki, z toho % Francouzi a 1—31 herci,
e v 4. mésici herec pijcoval 35 silinki, z toho % Francouzi a % nezameéstnanémau,
e v 5. mésici st Francouz pujcoval 28 Silinki, a to % od herce a % od nezaméstnaného,
e v 6. mésici si nezaméstnany pujcoval 24 Silinki, a to % od Francouze a % od herce.
ReSeni:
Zjistime presné hodnoty pujcenych penéz od urc¢itych osob a pfi¢teme 1 Silink za pujcent:

e 1. mésic:
Francouz pujcil herci: % z21 +1=15
Francouz ptj¢il nezaméstnanému: % z21 +1=28

e 2. mésic:
Francouz pujéil herci: % z42 +1 =13
Nezaméstnany piujc¢il herci: % 242 +1 =31

e 3. mésic:
Nezaméstnany pujc¢il Francouzi: % z33 +1=25
Nezaméstnany pijéil herci: 2 z 33 + 1 = 10

e 4. mésic:

Herec pijéil Francouzi: 2 z 35 + 1 = 22
Herec pujéil nezaméstnanému: % z35 + 1= 15

e 5. mésic:
Herec pujéil Francouzi: % z 28 +1 =122
Nezaméstnany pujcil Francouzi: % 2284+ 1=28

e 6. mésic:
Francouz pujcil nezaméstnanému: % z24+1=21
Herec ptjcil nezaméstnanému: % z24+1=5

Secteme pijcky:

e Herec dluzi Francouzi 28 silinkt. Francouz dluzi herci 44 &ilinki. Dohromady Francouz dluzi herci
44 — 28 = 16 silinkda.
o Nezaméstnany dluzi Francouzi 29 silinkd. Francouz dluzi nezaméstnanému 33 silinkd. Dohromady

Francouz dluzi nezaméstnanému 33 — 29 = 4 silinky.

o Nezaméstnany dluzi herci 20 Silinkd. Herec dluzi nezaméstnanému 41 §ilinkd. Dohromady herec
dluzi nezaméstnanému 41 — 20 = 21 Silinkd.

Francouz nemusi platit herci, misto toho splati ¢ast dluhu herci u nezaméstnaného, takze nakonec
Francouz zaplat{ 20 Silinkti nezaméstnanému a herec zaplati 5 §ilinkt nezaméstnanému.
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Uloha 4. Madme digitdlni hodiny zobrazujici hodiny, minuty a sekundy, ve formdtu hh:mm:ss. Zob-
razuji néjaky platny cas, o kterém vime ndsledujici informace:

Jaky

Jesté nebylo poledne.

Neékterd cifra je na hodindch alespon trikrdt.

Nékde na hodindch je cislice 6.

Cifra nejvic vpravo na hodindch je 5 (tedy hodiny zobrazuji hh:mm:s5).
Cifra druhd zprava na hodindch neni 0 (tedy hodiny nezobrazuji hh:mm:0s).

Nékterd z dvogic hodiny-minuty, hodiny-sekundy a minuty-sekundy je stejnd (tedy hodiny zobrazuji
xy:xy:ab, xy:ab:xy nebo ab:xy:xy).

¢as zobrazuji hodiny?

ResSeni:

7 ¢tvrté podminky vime, Ze posledni cifra je 5. Oznac¢me si zbylé cifry na hodinach ab: cd: €5.
Z tfeti podminky vime, Ze nékde na hodinach je ¢islice 6. Vyzkousime vSechny moznosti:

a = 6. Vime, Zze hodiny zobrazuji platny c¢as, a den ma pouze 24 hodin, tedy a = 6 nikdy
nenastane.

b = 6. Toto je opravdu mozné.

¢ = 6. Vime, Ze hodiny zobrazuji platny ¢as, a hodina mé pouze 60 minut, tedy ¢ = 6 nikdy
nenastane.

d = 6. Hodiny zobrazuji ab: ¢6: e5. Podivejme se na Sestou podminku. Minuty a sekundy v tomto
pripadé uré¢ité shodné nebudou, proto hodiny musi byt shodné s minutami nebo sekundami, neboli
b = 6 nebo b = 5. Tak jako tak, ur¢ité plati a = 0, protoze jinak by neplatila prvni podminka
(bylo by vic nez 12 hodin, a tedy po poledni). Z paté podminky plyne, Ze e neni 0, tedy nemiZou
byt shodné hodiny a sekundy. Proto musi byt shodné hodiny a minuty, tedy hodiny zobrazuji
06: 06: €5. Aby byla dodrZena druhéd podminka, musi platit e = 0 nebo e = 6. V prvnim pfipadé
je porusena pata podminka, druha nedava platny ¢as. Proto d nemuze byt 6.

e = 6. Vime, Zze hodiny zobrazuji platny ¢as, a minuta ma pouze 60 sekund, tedy e = 6 nikdy
nenastane.

Vidime, Ze jedind moznost je b = 6. Proto musi platit a = 0, jinak by bylo vic nez 12 hodin, tedy
po poledni. Hodiny tedy musi zobrazovat 06: cd: e5. Podivame se na Sestou podminku. Hodiny a sekundy
ur¢ité shodné nebudou, takze musi byt shodné hodiny a minuty, nebo minuty a sekundy. V prvnim
piipadé ale dostaneme d = 6, coz jsme vySe ukazali, Ze neni mozné. Musi proto byt shodné minuty
a sekundy.

Hodiny tedy zobrazuji 06: €5: e5. Aby byla dodrzena druha podminka, musi e = 0, e = 6 nebo e = 5.
Prvni moZnost ale popira patou podminku a druh& moznost nedava platny cas, tedy musi e = 5.

Jediné teseni je 06: 55: 55.
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Uloha 5. Mec se postupné zvétsuje opakujicim se cyklem, ktery se skldda ze tii ¢dsti jdoucich po sobé:

1. Mec se prodlouzi o 5 cm,
2. mec se prodlouzi o 10 %,

3. mec se zkrdti o 2cm.
Odpovézte na ndsledujici otazky:

o Jak dlouhy bude mec po 5 cyklech, pokud mél na zacdtku 10 cm?
e Jak dlouhyj bude mec po prvnim cyklu, pokud mél na zacdtku délku x?

e Jak vypadd obecny vzorec pro délku mece, kteryj mél na zacdtku délku x, po n cyklech?
ReZeni:

e Jak dlouhy bude me¢ po prvnim cyklu, pokud mél na za¢atku délku x?

1. Nejprve se prodlouzi o 5 cm, talze bude mit délku x 4+ 5 cm,

2. Poté se prodlouzi o 10 %, neboli jeho novéa délka bude 110 % ptvodni, takZze nové méa délku
1,10 - (x 4+ 5) cm,

3. Poté se zkrati o 2 cm, takze méa novou délku 1,1 (z +5) —2==z-1,1+ 3,5cm.
e Jak dlouhy bude mec¢ po 5 cyklech, pokud mél na zac¢atku 10cm? Jak vypada obecny vzorec
pro délku mece, ktery mél na zacatku délku x, po n cyklech? Z minulé odrazky vime, Ze se vzdy
s kazdym dalsim cyklem délka zvétsi 1,1 krat a k tomu o 3,5 cm. Vezméme si jako piiklad zadani

prvni otazky. Me¢ mé na zacitku 10cm a bude se zvétSovat v 5 cyklech. RozepiSeme-li si to,
bude to vypadat takto:

((((10-1,1+3,5)-1,1+3,5)-1,1+3,5)-1,1+3,5)- 1,1 + 3,5

Nasobeni je distributivni, takze si toto mtzu prepsat pro kazdé z Cisel, které je nasobeno:

Prvni cyklus: 10- 1,1+ 3,5

— Druhy cyklus: (10-1,1+3,5)-1,14+3,5=10-1,1-1,143,5-1,1+ 3,5

Treti cyklus: (10-1,1-1,1+3,5-1,1+3,5)-1,14+3,5=10-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,1+
3,5-1,1+3,5

— Ctvrty cyklus: (10-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,14+3,5-1,14+3,5)-1,14+3,5=10-1,1-
1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,14+3,5-1,1 43,5

Paty cyklus: (10-1,1-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,1-1,1+43,5-1,1-1,143,5-1,1+3,5)-1,1+3,5 =
10-1,1-1,1-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,1-1,1-1,1+43,5-1,1-1,1-1,1+3,5-1,1-1,1+3,5-1,143,5

Prevedu si to do zépisu pomoci mocnin:
10-1,1°4+3,5-1,1*+3,5-1,13+3,5-1,12+3,5-1,1 4+ 3,5

Vytknu 3,5:
10-1,15+3,5- (1,11 4+ 1,13+ 1,12+ 1,11 + 1)
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Vypocitdm, ¢imz ziskdm vysledek prvni otazky:
10-1,15+3,5- (1,14 + 1,13+ 1,12 + 1,11 + 1) = 37,47295 cm
Nyni vzorec zobecnim pro pocatecni délku x a n cykl:

z-1,1"4+3,5- (1, 1" 4+ 1,1" 2. +1,1+1) cm

Pokrocilé dokonceni:
Navic muZeme upravit je§té soudet S = 1,171 + 1,12, 41,1+ 1:
Vynésobime jej nejprve ¢islem 1, 1:

1,1-S=1,1"+1,1""'. .. +1,12+ 1,1
Tyto dvé rovnosti od sebe odecteme:

L1-S—S=(1,1"+1,1" . +1,12+1,1) — (L, 1" L+ 1,12 . +1,14+1)
0,1-S=1,1"-1 /- 10
S=10-1,1"—10

Ziskali jsme, Ze me¢ s poc¢atecni délkou x mé po n cyklech délku x-1,1"+3,5-(10-1,1™ —10) cm.
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Uloha 6. Francouz, herec, nezaméstnany a Mecik si koupili kaZdy jiné oberstvent (k dispozici byla

v ooy

zmrzlina s malinovou pFichuti, zmrzlina s limetkovou prichuti a dvée ledové tristé také v malinové ¢i
limetkové podobé). Kazdy u toho mél jinou barvu tricka (modrou, zelenou, ¢ervenou nebo éernou) a Zadni
dva si neobédndvali soucasné, piisli tedy ke stanku v néjakém potadi (1. aZ 4.). Vime, Ze:

o T dva, kteri si koupili t7ist, neptisli hned po sobé a to samé plati pro ty dva, co si dali zmrzlinu,
e Francouz si dal malinovou zmrzlinu a neptisel posledns,

e herec prisel aZ nékdy po nezaméstnaném, ale prisel nékdy pred Mecikem,

e ten, kdo si dal limetkovou zmrzlinu, bud prisel pruni, nebo mél modré tricko,

v v

e pokud nezaméstnany prisel jako posledni, dal si malinovou trist, ale pokud neptisel posledni, tak
st ji nedal,

e ti dva, kteit si dali néco malinového, neméli cerné tricko a nepiisli posledni

o Mecik bud mél modré tricko, nebo prisel pruni,

e nezaméstnany si dal t7ist,

e ani jedna z osob, které si daly zmrzlinu, neméla tricko zacinajici na mékkou souhldsku.

v ooy

Pokud navic vime, Ze si herec dal t7ist, lze urcit presné kdo se ¢im obcerstuvil, jakou mél barvu tricka
a v jakém poradi kdo pFisel? Pokud ano, tak to vSechno zjistéte.

Reseni:
Podminky si o¢islujeme 1. az 9. a zapiSeme do tabulky, co vime ze zadani piimo:

Osoba Francouz Herec Nezaméstnany Mecik
Obcerstveni Mal. zmrzlina Trist Trist h
Barva tricka h h h h
Poradi h h h h

Mecik je posledni, u koho neni rozhodnuto, jestli mél zmrzlinu nebo tfist. Jelikoz t¥ist uz si dvé osoby
daly, musi mit zmrzlinu. Francouz uz méa malinovou, takZze na néj zbyla limetkova.

7 2. podminky vime, Ze Francouz neptiSel posledni. Z 3. podminky vime, Ze herec ani nezaméstnany
nepfisli posledni. Proto Me¢ik ptisel posledni (neboli 4.).

Pokud Mecik piisel posledni, nemohl pfijit jako prvni, takze ze 7. podminky plyne, Ze ma modré tricko.

Zaroven to znamend, Ze nezaméstnany posledni nepfisel, takze z 5. podminky plyne, Ze nemél malinovou
t1i8t. Musel mit tedy limetkovou a malinova zbyla na herce.

Zatim vime:

Osoba Francouz Herec Nezaméstnany Mecik
Obcerstveni Mal. zmrzlina Mal. trist Lim. trist Lim. zmrzlina
Barva tricka h h h Modra
Poradi h h h 4.

7 9. podminky vime, Ze ani jedna z osob, které si daly zmrzlinu, neméla barvu tricka zac¢inajici na mék-
kou souhléasku, tedy méla bud modré, nebo zelené. Modré tricko uz méa Medik, takZze zelené méa Franzouz.
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7 6. podminky vime, Ze Francouz ani herec neméli ¢erné tricko. Mec¢ik uz ma modré, takze ¢erné musi
mit nezaméstnany. Na Herce zbylo ¢ervené tricko.

Z 1. podminky vime, Ze ti dva, co si dali tfist (neboli herec a nezaméstnany) nesli hned po sobé.
Zaroven z 3. podminky vime, Ze herec pfisSel az po nezaméstnaném. Mecik uz vime, ze pfiSel 4., takze
nezaméstnany musi byt 1. a herec 3. Na Francouze zbylo 2. misto.

Tim uz jsme zjistili vSechny informace:

Osoba Francouz Herec Nezaméstnany Mecik
Obcerstveni Mal. zmrzlina Mal. t¥ist Lim. tFist Lim. zmrzlina
Barva tricka Zelena Cervena Cerna Modra
Poradi 2. 3. 1. 4.
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Uloha 7. Dokaste, e existuje 10000 po sobé jdoucich kladnijch celijch cisel, mezi kterymi je pravé 42
druhgch mocnin néjakych celych ¢isel (neni nutné je najit, staci dokdzat jejich existenci i jinak).

Reseni:
Vyrazem M (n) pro pfirozené ¢islo n ozna¢me pocet druhych mocnin mezi éisly n, n+1, n+2, ...,
n + 9999.

43% = 1806 < 10000, takze mezi &isly 1 az 10000 je alespoii 43 druhych mocnin a tedy M (1) > 42.

Vsimnéme si, ze rozdil druhych mocnin dvou po sobé jdoucich ¢isel roste s jejich velikosti. Kdyz si
proto vezmeme dost velké &islo x, bude rozdil (z + 1)? — 2% véti nez 10000. Napiiklad pro » =
1000000 ten rozdil vychazi 2000001. Mezi ¢isly 10000002 a 10000012 nejsou zadné druhé mocniny,
takze M (10000002 + 1) = 0.

KdyZ se zamyslime nad tim, jak se mtze M (n) chovat pro rizna n, zjistime, ze M (n) — M (n+ 1) muze
nabyvat pouze hodnot —1, 0 a 1. Vyraz M (n) tedy pro 2 sousedni n ma bud stejnou hodnotu, nebo
se zméni o 1.

Uvazme graf M (n) v zavislosti na n:

M(n) /N

42+

1 1000000°2+1

Af uZ tento graf vypada jakkoliv, musi se zleva do prava dostat z hodnoty M (1) na M (10000002 + 1).
Protoze M (1) > 42 > M (10000002 4 1) a M se vzdy muZe sniZit jen o 1, musi existovat alespoi jedno
x, pro které M(x) = 42.

10



