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Reseni 4. série

Uloha 1. Ndsledujici mrizku rozdélte do nékolika oblasti. Kazdé svétlo v mrizce piislusi pravé jedné
oblasti. Kazdd oblast obsahuje pravé 1 svétlo a je podle tohoto svétla stiredové soumeérnd.

Priklad: Priklad Teseni:

o | [o|[ @ O

Vase zaddni:

Reseni:
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Uloha 2. Hezagram vznikne sjednocenim dvou shodnijch rovnostranngch

trojuhelniki s tézistém ve steyném bodé, navzdjem pootocengjch o 60 stuprii.

Kolem hexagramu je obdélnik, ktery se svymi hranami dotgkd vsech Sesti
cipi tohoto hexagramu.

1. Jaky je pomér obsahu obdélniku ku obsahu hexagramu uvniti?

2. Jaké délky stran by mél obdélnik, aby byl zachovdn pomér stran jako
v puvodnim obdélniku a mél stejny obsah jako dany hexagram?

Reseni:

Yy

1. Kazdy rovnostranny trojihelnik ma tézisté ve % vysky (v rovnostranném trojuhelniku splyvaji
téznice a vysky). Tudiz od kazdého cipu hexagramu jsou to do té7isté % vysky a od kazdého
stfedu strany é vysky.

My

Ozna¢me vysku velkych trojihelniki 3 - v. Potom od tézisté do stfedu strany je to % ‘3-v=va
od tézisté az do cipu %-3-1} = 2.0, vyska malého trojihelniku (jeho vyska je od cipu do nejblizsiho
stfedu strany) je 2-v — v = v. Maly trojihelnik je rovnostranny, protoze méa jeden cip velkého

trojthelniku (60°) a dalsi dva ahly jsou souhlasné s dhlem velkého trojihelniku.

Hexagram obsahuje pravidelny Sestithelnik (je pravidelny, protoze ma stejné dlouhé strany, jsou
to strany malych trojuhelniki, a viude stejné uhly), ktery se sklada z 6 rovnostrannych trojthel-
niki, které jsou stejné velké jako malé trojuhelniky, protoze sdili jednu stranu. Celkové se sklada
hexagram ze 12 shodnych rovnostrannych trojuhelniki.

Stranu téchto malych trojuhelniki si ozna¢ime a (jejich vyska vime, Ze je v). Obsah jednoho
tohoto trojihelniku je %”. Obsah hexagramu je: 12- % =6-a - v.

Jedna strana obdélniku jsou 4 vysky malych trojahelnikii. Druha strana jsou 3 strany malych
trojihelniki. Obsah obdélniku je proto 4-v-3-a=12-a-v.

Pomér obsahu obdélniku ku obsahu hexagramu je: (12-a-v): (6-a-v) =2: 1.
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2. Pomeér stran obdelniku je (4-v) : (3-a). Proto strany nového obdelniku jsou 4-v -k, 3-a -k, kde
k € R. Vime, Ze obsah nového obdelniku je stejny jako obsah hexagramu, takze plati:
4-v-k)-B3-a-k)=6-a-v
12.a-v-k*=6-a-v

1
k=~
2
VI 1V
VZOV22 2
Potom jedna strana je 4 - v - £—2 V2.0, drubd je 3-a- —2 % a.

Kolik ale je a, v7 Vime, Ze v je vySka rovnostraného trojuhelniku se stranou a. Proto jde o
odvésnu pravothlého trojihelniku s druhou odvésnou § a pfeponou a. Plati tedy:

)
4.q? a? a?
Il /=3
3'612 2
=
4
34@2: o
V3-a
=
2

Ozna¢me stranu velkého trojuhelniku x. Vime, Ze a je strana malého trojihelniku, takze

neboli a = 5. Proto jedna strana nového obdelniku je V6 - 5= ‘[ , druha je & \f 5 3

Proto jedna strana nového obdelniku je 2 - V2 - \/§.a =v2-vV3-a=6- a, druha je 2\f a.
er=3-a
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Uloha 3. Dokazte, Ze soucet t7i po sobé jdoucich mocnin ¢isla 4 s pFirozenym exponentem je vidy
delitelny 7. (Napr. vijraz 4* + 42 + 43 je délitelny 7.)

Resent:
Soucet tif po sobé jdoucich mocnin ¢&isla 4 s prirozenym exponentem si miZzeme zapsat jako:

4n +4n+1 +4n+2

Vyraz upravime:
A"+ 44" +4-4-4"=(144+44-4)-4"=21-4"

Cislo 21 je délitelné 7, tudiz i vSechny nésobky ¢isla 21 budou délitelné 7. Tedy i soucet t¥i po sobé
jdoucich mocnin ¢&fsla 4 bude délitelny 7.

Uloha 4. Na podlaze je dlouhd Fada policek a Dusan po nich skdce. Vidy své skdkdni zacindg na pronim
policku a pak vidy bud skoci hned na to ndsledujici nebo jedno policko 4plné pFeskoci a dopadne aZ
na to dalsi. Tomdse tohle skdkdni zaujalo. Ke kazdému policku napsal, kolika zpiisoby tam Dusan mohl
doskdkat. Jaké cislo napsal na policko, které je mezi policky s ¢isly 2584 a 67657

ResSeni:
Cislo na policku mezi policky s &isly 2584 a 6765 si ozna¢me z. Policka s ¢isly 2584, x a 6765 po radé
oznacme a, b, c. Na policko ¢ se muze dostat pouze dvéma zplisoby a to jednim skokem z policka a
nebo b. Proto 6765 = = + 2584, takze x = 418]1.
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Uloha 5. Méjme nekonecnou Sachovnici, na které jsou rozestavény figurky, z nichz kazdd md na sobé
napsand dvé prirozend ¢isla n a m. KazZdd figurka se miZe hiyjbat ndsledujicim zpiisobem: vZdy vyskoctd
do vzduchu, natoci se jednim ze ¢tyr hlavnich sméri (nahoru, doli, doleva nebo doprava), posune se
o n policek, poté se otoci o 90° a posune se o m policek. AZ po tomto druhém posunuti figurka opét
dopadne na Sachovnici. Pro danou figurku se ¢isla n a m neméni, ovSem pro rizné figurky mohou byt
tato ¢isla riznd. Figurka s ¢isly n =2 a m = 1 by vlastné fungovala uplné piesné jako klasicky Sachouvij
k.

Které Sachové figurky (tedy s ktergmi m,m) jsou schopné drive nebo pozdéji doskdkat na jakékoliv
policko na nekonecné Sachovnici? Najdéte vSechny moznosti a dokazte, Zddnd jind figurka to nedokdze.

Regeni:
Jedno z ¢isel m, n je sudé, druhé liché, coz je zfejmé z klasického obarveni{ Sachovnice. Pokud by totiz
byla obé suda nebo obé licha, bude figurka donekonecna jen skdkat na polickach té barvy, na které
zacala.

Zarovenn musi byt nesoudélna (neboli jejich nejvétsi spolecny délitel musi byt 1). Oznaéme pocateéni
policko postavicky [0, 0] a nejvétsi spole¢ny délitel m, n ozna¢me d. Pokud jsou m, n soudélna, plati
d > 1. Pocatetni soufadnice jsou obé délitelné d a bez ohledu na to, kam se figurka posune, v obou
soutadnicich se pfi¢te vzdy néjaky nasobek d (bud m, nebo n) a zbytek po déleni d se tedy nikdy u ani
jedné souradnice neméni. Figurka se tedy nikdy nedostane na zadné policko, jehoz nékteré souradnice
neni délitelnd d. Kdyby d > 1, né&jaka takova policka budou existovat.

Nyni staci dokézat, Ze pokud néjaka ¢isla m, n spliiuji obé tyto podminky, dovede figurka s témito ¢isly
pokryt celou Sachovnici.

Nejprve dokdZeme, Ze pro libovolnou dvojici ¢isel m, n, kde jedno ¢islo je rovno jedné a druhé je sudé,
to jde. Bez jmy na obecnosti feknéme, Ze ¢islo rovno jedné je n a druhé, sudé ¢&islo je m. Nyni provedu
skok o m poli¢ek nahoru a o 1 policko doprava, potom druhy skok o m policek doli a opét o 1 doprava.
Timto jsem se dostal na soufadnice [2,0]. Tuto dvojici skokii zopakuji (%)—krét, ¢imz se dostanu
na soutadnice [m, 0]. Nakonec provedu skok o m poli¢ek doleva a o 1 policko nahoru. Timto se dostanu
na soufadnice [0, 1]. Posunul jsem se tedy ze startu o jedno policko jednim ze ¢tyf hlavnich sméru.
Opakovanim tohoto algoritmu se tedy mizu posunout o libovolny pocet poli kterymkoliv hlavnim
smérem, z ¢ehoz je ziejmé, ze dokazu doskdkat na libovolné pole na Sachovnici.

Pokud nyni dokéZeme, Ze se pomoci libovolné dvojice m, n dokazeme dostat na poli¢ko, jehoZ jedna
soufadnice je 1 a druha je suda, mame hotovo. Dokazeme tim totiz, Ze existuje algoritmus, kterym
miuzeme nékolika skoky pomoci dvojice m, n provést jeden skok ktery by nélezel dvojici m/, n’, z nichz
jedno je rovno jedné a druhé je sudé. S témi uz vime, Ze dokdzeme pokryt celou Sachovnici, takZe by
to 8lo i s dvojici m, n.

Uvazujme dvojici nesoudélnych &isel m, n, kde jedno je liché a druhé sudé. Bez Gjmy na obecnosti
feknéme, Ze n > m. Pokud je jedno rovné 1, médme hotovo. Pokud ne, postupujeme dale s tim, Ze plati
n>m> 1.
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Za¢iname na [0, 0]. Udélame skok o n doprava a m nahoru (jsme na [n,m]), poté skok o n doleva a m
nahoru (jsme na [0, 2 - m]), poté skok o m doleva a n dola, skon¢ime na [—m, 2 - m — n|. Totéz by byl
schopen provést kun s dvojici | — m|, |2 - m — n|. Tyto hodnoty pro piehlednost nazvéme o, p. Plati
nasledujici tvrzeni:

e 0=|—m|, tedy o =m.
e n > p, neboli n > |2-m — n|, coz dokdzu takto:

— pokud 2m —n > 0, tak se snazime dokazat n > 2-m —n, neboli 2-n > 2-m, neboli n > m,
coz vime, Ze plati,

— pokud 2-m —n < 0, tak se snazime dokazat n > —(2-m —n) =n—2-m, neboli 0 > —2-m,
neboli m > 0, coz také vime, Ze plati.

e p neni nulové, protoze by muselo platit n = 2m, jenze pak by n bylo délitelné m, takze jejich
nejveétsi spoleény délitel byl alesponn m, coz je vice nez 1, takze by m a n nebyla nesoudélna.

Cisla 0 a p maji opa¢nou paritu:

— pokud je o sudé, pak je i m sudé, takZe n je naopak liché a tedy p = 2 - m — n je rozdil
sudého ¢isla 2 - m a lichého ¢isla n, tedy p je liché,

— pokud je o liché, pak je i m liché, takze n je naopak sudé a tedy p = 2-m — n je rozdil dvou
sudych ¢isel, tedy p je sudé.

Cisla o a p jsou nesoudélné. Oznacme jejich nejvétsi spolecny délitel d. Vime, ze d je délitelem o,
tedy je délitelem i m. Pokud je délitelem m, je délitelem i 2-m. Plati, Ze d je délitelem p = 2m —n.
Plati tedy, ze d je délitelem vyrazt 2-m i 2-m —n, z toho vyplyvéa, Ze je délitelem i jejich rozdilu
2-m—(2-m —mn) = n. Vime tedy, Ze d je délitelem jak m, tak n, takze je délitelem i jejich
nejvétsiho spoleéného délitele, coz je 1, protoze n a m jsou nesoudélna. Pokud d je délitelem 1
a je prirozené, pak plati d = 1, tedy o a p jsou nesoudélné.

Je jasné, Zze vSechna policka, kam se dostanu s dvojici o, p, budu schopen navstivit i s dvojici m, n.
7 vyse uvedenych Sesti vyroki mimo jiné vyplyva, Ze o a p jsou dvojice ¢isel, ktera by mohla piisluset
figurce, o které se snazim dokazat, Ze ji dovedu vyplnit celou Sachovnici (jelikoz m, n jsou nesoudélna,
jedno je liché a jedno sudé). Kromé toho vime, Ze 0 = m a p < n, takze se jedno &slo zmensilo.
Zaroven jsou obé vétsi nez 0. Pokud je jedno z &isel o, p rovno jedné, mam vyhrano. Pokud ne, cely
tento postup zopakuji pro dvojici o, p, obé ¢&isla se opét zmensi, ale ztistanou vétsi nez 0, a tak diiv
nebo pozdéji jedno z ¢isel v néjaké dvojici, co mi vyjde, bude rovno jedné. Z postupu vyplyva, ze co
dokazu vyplnit tou posledni dvojici, dokédZu vyplnit i tou pfedchozi, i vSemi dvojicemi pfedtim, véetné
m, n. Protoze jsem jiz dokazal, ze tou posledni dvojici lze vyplnit celou nekonecnou Sachovnici, Ize to
i pro moji obecnou dvojici m, n.
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Uloha 6. V pravouhlém rohu mistnosti jsou dvé koule tak, Ze se obé dotykaji vsech tii stén a koule
se navzdjem neprotinaji (viz obrdzek). Jaky nejvétsi polomér miZe mit mensi z nich, jestlize ta vétsi
md polomeér r?

Reseni:
Oznacme stied velké koule S; a stfed malé Sy, polomér malé koule 2 a bod, kde se koule dotykaji,
D. Roh mistnosti ozna¢ime O. Z Pythagorovy véty milzeme spoéitat |S10| = /3 - r. Zaroveii vime, Ze

|SgO| = \/§-T2. |DO| = |S20| + 19, tedy |510]| —r = |SgO| + 7ro.
1510] — 1 = [S20] + 12
\/g-r—r:\/g-r2+r2
r(V3+1) =r-(V3-1)
r- (V3

_r V-
ro = (\/3_'_1) (2 \/g)

Zjistili jsme, Ze mensi koule ma polomér nejvyse 7 - (2 — v/3).
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Uloha 7.  Mdme dvé kruznice a(S,a,) a b(T,b,), které se navzdjem protinaji ve dvou rizngjch bodech
A a B tak, Ze velikost ihlu |[<ASB| = 144°. Také plati, Ze bod T lezi na kruznici a a Ze trojuhelnik
AST md obsah roven jedné poloviné. , Mésickem* nazveme béZové vybarveny dtvar vymezeny kratsimi
oblouky AB kruznic a a b. Jaky obsah md ,meésicek“? Vyjddrete pomoct a, a b,.

Takto vzniklych ,,mésicki“ vezmeme nékolik a vytvorime z nich novy obrazec ndsledovné: K prunimu
»mésicku“ vidy priddme dalsi otocenyj okolo bodu A o0 72° po sméru hodinovijch rucicek. Takto priddvame
dalst ,meésicky” do té doby, aZ mdme vysklddané celé kolo, tj. Zadny , mésicek” nerotujeme o vice nez
360° od pruniho. Jaky obsah md tento dtvar vznikly rotaci ,,mésicki“?

72°

Ndpovéda: Nastudujte si, co jsou to obvodové a stiedové ihly. Jaké dvé primky vymezuji ,,meésicek“?
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Reseni:
Obsah ,,mésicku® vypoéitame jako obsah kruhové vysece kruznice a + dva obsahy trojuhelnikti AST —
obsah kruhové vysece kruznice b. K tomu musime znat uhel AT B u vrcholu T. Tento thel je obvodovy
ke stfedovému thlu 144° a je roven jeho poloving, 72°. Tedy obsah mésicku je
144° ) 1 72 s 2

3600‘7‘-'0]7' 2_36007(-1)7":571-0/%_57‘-()72"_’_1

Poté stadi zjistit, zda se po otodeni o 72° dva ,, mésicky* prekryvaji, ¢i nikoliv. Vedme te¢ny ke kruznici
a body A a B, jejich prisecik oznacme C'. Jeden ,,mési¢ek” je vymezen poloiimkou AB a polopiimkou
AC, tj. v8echny body , mésic¢ku* lezi v ihlu s rameny AB, AC. KdyZ se ,,mési¢ek” oto¢i o 72°, muzeme
si predstavit, Ze se s nim otaci i tyto poloptimky, které ho vymezuji. Jestlize se ,,mésic¢ek” otoci o tithel
vetsi nebo roven tihlu, ktery sviraji polopfimky AC' a AB, mame dokizano, Ze se dva mésicky nepiekryji.
Vypoditame tedy velikost thlu BAC: Uvazime ¢tyfuhelnik SACB s thlem 144° u S a dvéma pravymi
thly u bodt doteku tecen s kruznici. Uhel ACB vyéislime dopoctem do 360° jako 36°. Jelikoz je cely
utvar symetricky, trojihelnik ABC je rovnoramenny, a oba tthly BAC i C AB jsou tak rovny 72°. To je

prresné tolik, o kolik ,, mési¢ek* otac¢ime. Takze pii kazdé rotaci poloZime rameno AC nového , mésicku*
360°

na rameno AB piedchoziho , mésicku®, tim padem se nikdy neptekryji. A jelikoZ %55 = 5, v jednom
kole polozime pfesné 5 ,,mésickii“. Obsah vysledného obrazce tedy bude 5 - (% mea -t 241 =
2-7-a2—m-b2+5.

5

T,




