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Reseni 2. série

Uloha 1. Najdéte cestu ze Zemé (Z) ke shluku planet (S). Cestou musite proletét pies viechna mista
oznacend pismenem X. Presun do sousedniho policka mapy (doleva, doprava, nahoru a doli, ne Sikmo)
trvd hodinu. Madte pouze 60 kusi Kyclia a kaZdou hodinu spotrebujete jeden. Cernd policka jsou cerné
diry, kterymi nelze proletét. Pokud proletite Zlutymi oblastmi, cas straveny tam bude pro okolni svét
dvakrdt delsi a spotrebujete dvakrdt vice Kyclia. V oranZoviych bude trikrdt delsi a spotrebujete tam
trikrdt vice Kyclia. Cerné cdry jsou asteroidy. Pres ty nelze létat.

S

Reseni:
Jedno z moznych feSeni (spotiebuje 57 kust Kyclia):

——
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Uloha 2. Ctecka otiski dlani je ve tvaru trojihelniku ABC. Osa uhlu p7i vrcholu A protind stranu
BC v bodé D. Kruznice se sttedem v bodé B a polomérem BD protind tsecku AB v bodé E. Jakd je
velikost whlu ACB, kdyZ |<ADE| = 30°7

Reseni:

B
&—

Oznacme si [<CBA| = «. Body E a D oba lezi na kruznici se stfedem B, tudiz |BD| = |BE|.
Trojihelnik BDFE je proto rovnoramenny a thly BDFE a DEB jsou stejné velké.

|<DBE| + |<BDE| + |<DEB| = 180°

a+2-|<DEB| = 180°

|<DEB| = 90° — %

|<DEA| = 180° — |<DEB]|

<DEA|=90° + §

|<ADE| + |<DEA| + |<EAD| = 180°
30° + (90° + 5 ) + |<BAD| = 180°
|<EAD| = 60° — %
AD je osa thlu BAC, takze |[<BAC| =2 |<FAD| = 120° — a.

|<BAC| + |<ACB| + |<«CBA| = 180°
(120° — a) + |[<ACB| + a = 180°
|<ACB| = 60°
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Uloha 3. Kazdd planeta, na které mize byt Zivot, must splitovat 8 podminky. Musi na ni bijt piitomny
zakladni organické slouceniny, teplota jejiho povrchu musi byt prijatelnd pro lidskou rasu a planeta musi
mit alesponi primitivng atmosféru kvili ochrané pred kosmickym zdienim.

Organické slouceniny md 34 planet a sprdavnou teplotu md 36 planet. 35 planet nemd Zddnou ze za-
dangjch vlastnosti. Pouze 2 planety maji vSechny t¥ vlastnosti. Spravnou teplotu a soucasné organické
slouceniny md 6 planet a 8 planety maji zdroven organické slouceniny a atmosféru. Pouze sprdvnou
teplotu md 1 planeta. Sprdvnou teplotu nebo atmosféru md 65 planet. Kolik planet zkoumdme a kolik
spliiuge alespoti 2 podminky?

ResSeni:

SLOUCENINY  TEPLOTA

5o

ATMOSFERA

Ulohu budeme fe&it pomoci Vennova diagramu. Kazdé kolecko reprezentuje jednu vlastnost, pismena
reprezentuji, kolik planet spliiuje pravé tyto vlastnosti (tedy nap¥. f planet ma spravnou teplotu
i atfosféru, ale nema organické slouceniny). Ze zadani mtizeme sestavit soustavu rovnic:

a+b+d+e=34
b+c+e+ f=36

h =35
e=2
b+e=6
d+e=3
c=1

b+c+d+e+ f+g=065

Tato soustava ma pravé jedno feSeni:

a =27
b=14
c=1
d=1
e=2
=29
g =28
h =35

Tudiz zkouméme 127 planet a alesponn 2 podminky spliiuje 36 planet.
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Uloha 4. Michal a Tomds hraji hru. Magji na hromddce 2023 sirek a postupné je odebiraji, a to
pokazdé bud jednu, nebo ¢tyri sirky. Prohrdvd ten, kdo nemd co brdt. Kdo md vitéznou strategii, jestliZe
zacing Tomds?

Reseni:
Hrac¢ mé vitéznou strategii, jestlize bez ohledu na tahy protihrace dokaze tdhnout tak, aby vyhréal.
Nejprve zkusime spocitat, jestli ten, ktery je na tahu, ma vitéznou nebo proherni strategii, kdyz je
na hromédce néjaky maly pocet sirek (V = ma vitéznou, P = nema vitéznou).

Pocet sirek | 0 [ 1 | 2|3 [4 |56 [7[8|9[10]11]12]...]2022]2023

Stav. |P|V|P|V|V|P|V|P|V|[V|[P|V]|P]| 7]

MiuzZzeme si vS§imnout, Ze se ndm stavy pravidelné opakuji:

Zbytek po déleni poctu sirek 5 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

Stav PV[P| V]V

Abychom si byli jisti, Ze toto opravdu plati pro v8echna ¢isla do 2023, musime zkontrolovat tyto tii
podminky:

1. Z vitézného stavu se vzdy mizu dostat do proherniho — PLATT (ovéfime pro zbytky 1, 3, 4)
2. 7 proherniho stavu se mizu dostat pouze do vyhernich — PLATI (ovéfime pro zbytky 0, 2)

3. Kdo nemé co brat, prohral (jedind podminka ze zadani) — PLATI

Vidime, Ze zacinajici ma vyherni strategii, pokud pocet sirek na hromédce dava zbytek 1, 3 nebo 4
po déleni 5. 2023 dava zbytek 3, takze zac¢inajici, tedy Tomas, ma vyherni strategii.
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Uloha 5.  Proti sobé leti riznou rychlosti dvé tyce. Od doby, kdy se potkagi jejich zacdtky, do okamZiku,
kdy se setkaji jejich konce, uplyne 9 sekund. Pokud by jedna z nich stdla, druhd by ji mijela 15 sekund.
Jak dlouho by se mijely, pokud by stdla ta druhd?

Reseni:
Oznacme [y a ls délky ty¢i a v1 a vg jejich rychlosti.
To, Ze se obé pohybujici tyce mijejl 9 sekund, znamené, Ze spolec¢né uleti za téchto 9 sekund vzdalenost
odpovidajici sou¢tu délek obou ty¢i, tedy

I+
v1 + U2
Li+l=9v+4+9 v

-9 /- (v1 + v2)

Podobné to plati, i pokud by jedna z nich stala, akorat vy = 0, a tedy

L +1
V1
li+1s=15 -1

=15 /- v

Odtud dostavame

9 v14+9-v9=0+1=15-v;

9-v1+9-v2=15 v /*9"[)1
9.v9=06-v1 /:6
3
5'712:1)1

To nyni dosadime do diive zjisténého vzorce

lh+1l=15 -1
ll+l2:15-(%'v2)
l1+l2:%‘v2 /[ v2
hitl 55 _ 55
Vg 2

Vidime, ze pokud by stéla druha ty¢, mijely by se 22,5 sekund.
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Uloha 6. Ve ctverci o strané 1 je ndhodné umisténo 65 bodi. Dokazte, Ze existuje kruh o poloméru
%, ve kterém bude alespotni 5 z nich.

ResSeni:

Ctverec si rozdélime na 16 ¢tverecki o strang 1

Z.

Uvnitf alespon jednoho nové vzniklého ¢tverecku bude alespon 5 bodu (kdyby ne, miaZzou byt v kazdém
¢tverci maximalné 4 body, ale to by dohromady bylo 16 - 4 = 64 bodi, zbyva tedy 1 bod, ktery bude
spolu s dalsimi 4 uvnitf jednoho ¢tverecku).

Ctverecku (o strané %) obsahujicimu alesponi 5 bodi opiSeme kruznici, z Pythagorovy véty zjistime jeji
polomér:

11
4t = — 4+ —
=16 16
1
4r? = =
8
a1
32
V2
r=—
8

Uvnitf této kruznice s polomérem % bude alesponr 5 bod. % < %, to znamené, Ze i uvnitt kruhu

o poloméru % se stejnym stfedem bude alespoii 5 bodi.
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Uloha 7. Reste rovnici (p1 + p2)(p2 + p3)(p1 + p3) = ¢", kde p1, pa, p3 a q jsou prvocisla a n € N.

ReSeni &. 1:
Nékteré dvé ze tii prvodisel musi mit stejnou paritu, a jejich soucet musi byt tedy sudy. Proto je levé,
a tedy i prava strana rovnosti sudé, z ¢ehoz dostavame ¢ = 2.
Kazdy ¢initel musi byt tedy mocninou 2, a tedy bud roven 2 (coz jako soucet dvou prvocisel nedosta-
neme), nebo délitelny 4. Modulo 4 tedy plati po = —p1, p3 = —p1 — 0 = p2 + p3 = —2p1, tedy p; dava
zbytek bud 0 nebo 2, je tedy sudé, tedy rovno dvéma. Obdobné ps = p3 = 2, ¢ili jedinym feSenim je
(p1,p2,p3, q, TL) = (2’ 2,2,2, 6)'

Reseni &. 2:
Predpokladejme, Ze se néktera dvé prvocisla, tfeba p; a po, rovnaji. Potom p1 4+ ps = 2 - p1, a tedy ¢
je délitelné 2, proto g = 2. Zéaroven q je délitelné pi, tedy i p;1 = 2 a po = p; = 2. Odtud uz snadno
vidime, Ze i p3 musi byt sudé, a tedy i to se rovna dvéma. Nagli jsme TeSeni p; = p2 = p3 = ¢ = 2,
snadno ovéfime, Ze dana rovnost pro néj plati.
Naopak, pokud se zadna z prvocisel p1, ps, p3 nerovnaji, mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat
p1 < p2 < ps3. Potom plati také p; + pa < p1 + p3 < p2 + ps. Jelikoz jak p; + p3, tak i p2 + p3 jsou
mocniny g, plati

q-(p1+p3) <p2+ps3
q-p1+q-p3<p2+p3 /=3
¢-p1+q-p3s—1-p3<ps
q-p1+(g—1)-p3s<p2

q - p1 je urcité kladné, takze

(q—1)-p3<p2

Jelikoz q je prvodislo, je urcité vétsi nez 1, a tedy dostavame spor s predpokladem po < ps3.

Jediné feseni je tvaru (p1,p2,ps3,q,n) = (2,2,2,2,6).



