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Reseni 4. série

Uloha 1.  Najdéte pravidlo pro tvoient ndsledujicich posloupnosti a ve svém Feseni ho popiste:

e 0,2 2 4, 6, 10, 16, 26, ...
o 1,2 9,20, 35, 54, 77, ...
© 2 35 171,879, ...

o 4 1,3 12, 60, 360, ...

o [, 11,21, 1211, 111221, 312211, 18112221, ...
(napovéda: nectéte cisla jako napft. tisic dvé sté jedendct, ale jinak, dileZity je pocet cislic)

Reseni:
Potadi ¢lenu v posloupnosti ozna¢me n, n-ty ¢len f,. Mozné pravidla pro jednotlivé posloupnosti jsou
napf.:

e Fibonacciho posloupnost je posloupnost, kdy kazdy novy ¢len dostaneme souc¢tem predchozich
dvou ¢lent. Zac¢indme F; = 0 a Fy = 1, posloupnost tedy vypada takto: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ...
a jeji predpis je Fj41o = Fj, + Fj11. V nasi posloupnosti je kazdy ¢len Fibonacciho posloupnosti
vynasoben dvéma, tedy f, = F, - 2

o Kazdy ¢len fryo = 2n+1)* (n+2), fo =0, f1 = 1 (Klicové je viimnout si, ze kazdy ¢len je
délitelny ¢islem svého poradi, tedy druhy dvéma, tieti tfemi, ¢tvrty ¢tyimi ... ).
n o] 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
F, [ o] 1] 21] 33| 45] 5.7] 6-9

e Posledni cifra prvocisel

| sz ~ . 2 N ~ . N3
o fn =% (Faktorial, znaceny n!, znamend soucin vech celych ¢isel od 1 do n.

Tedy napiiklad 5! =5-4-3-2-1)

e f1 = 1, pak uz jen prepiSeme predchozi ¢len posloupnosti pomoci zpisobu, jakym bychom ho
Cetli. Nejprve mame 1, to pfecteme jako ,jedna jednicka“ — tim dostaneme 11 — 11 ¢teme jako
,,dvé jednicky*, tedy dostavame 21 — | jedna dvojka a jedna jednicka“ — 1211 ... U kazdého ¢lenu
nejprve napiSeme pocet, kolikrat je dané ¢&islice v ¢lenu za sebou, a potom napiSeme, jaka ¢islice
to je. Takto postup opakujeme, az precteme celé ¢islo. Priklad: méme ¢len 13112221. Prec¢teme
ho jako 1x1, 1x3, 2x1, 3x2, 1x1. Vynechdme , a x, ¢imz dostaneme, Ze dalsi ¢len je 1113213211.
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Uloha 2. Na papiru byla spousta podivngch symbolii, kterd vypadala jako ¢isla. Giovanni Moimerovi
prozradil, co znamenagi ¢tyri pruni znaky, ale posledni nechal na Moimerovi. Moimero vi, Ze prunt
obrdzek znamend ¢islo 8, druhy (vpravo nahote) ¢islo 24, tieti (vlevo dole) cislo —1 a ctorty cislo 36.
Zaroven vi, Ze kaZdy ze symboli reprezentuje celé ¢islo.
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Zjistéte, co znamend tento symbol z posledniho obrdzku:
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Reseni:
N&ahodné rozmisténi znakt spolu se zadanim napovida, ze ptijde o nepozi¢ni pocetni soustavu — kazdy
ze symbolt na obrazku tedy reprezentuje urc¢itou hodnotu bez ohledu na jeho umisténi. Kdyz pak tyto
hodnoty se¢teme, vyjde nam ¢islo, které mame v zadani. Z prvnich t#{ obrazkl ziskavame tfi rovnice
o tfech neznamych:

a+3b=28
2a +b+c=24
c+4b= -1
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Z prvni rovnice dostaneme a = 8 — 3b, z tfeti ¢ = —1 — 4b. To miizeme dosadit do druhé rovnice:

20 +b+c=24
2(8—=3b)+b+ (—1—4b) =24
16—-6b+b—1—-4b=24

-9 =9
b=—1

Regenim této soustavy jea =8—-3b=8+4+3=11,b=—-1,c=—-1—-4b=-1+4=3.
Tyto hodnoty dosadime do ¢tvrtého obrazku (=rovnice) a vyjde, Ze posledni symbol znamena 18
(nebo -2).
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Uloha 3. Martini chce sestavit ctyréiselny kéd a vi, Ze piipadny zlodéj bude mit k dispozici viechny
obsaZené cislice, jen nebude védét, kterd je v kodu kolikrdt a v jakém jsou potadi. Kolik riznijch cislic
je nejughodnéjsi zvolit, aby bylo co mejvice mozZnosti kddu, které musi zlodéj vyzkouSet? Napt. pokud
by nas kod byl 3213, tak zlodéj vi, Ze jsme pouZili cislice 1, 2 a 3, ale nevi, kterou kolikrdt a v jakém
potadyi.

Reseni:
Rozeberme si postupné vSechny mozné piipady.

1. Pokud mé nas koéd ¢tyti stejné Cislice, je zjevné jen jedna moznost, kterou zlod&j musi vyzkouset.
2. Pokud jsme pouzili dvé riizné ¢&islice x a y, existuji tii moznosti ¢etnosti jednotlivych ¢&islic:

e Pouzili jsme kazdou ¢islici dvakrat — pak je potieba vzdy vybrat, na kterych dvou pozicich
je ¢islice x, na zbylych dvou bude y. Dvojici pozic je mozné vybrat ‘%3 = 6 zptsoby (nejprve
vybereme pozici pro prvni ¢islici a pak pro druhou, dvéma délime, jelikoZ jsme kazdou
dvojici pozic zapodcitali dvakrat, jen v rizném poradi).

e Pouzili jsme ¢islici x trikrat a y jednou. Pak jsou Ctyii moznosti, na které misto zvolit y,
zbytek je dany.

e Pouzili jsme ¢islici x jednou a y trikrat. Pak jsou opét ¢tyfi moznosti jako v pfedchozim
pripadé.

Dohromady je tedy 6 + 4 + 4 = 14 moznosti.

3. Pokud jsme pouzili tii rizné &islice, musi zlodéj nejprve uhodnout, kterou jsme pouzili dvakréat.
Predpokladejme, Ze zlod€j hada kombinaci, kde je jednou ¢&islice z, jednou y a dvakrat z. Jsou
tedy ¢tyTi moZnosti, na kterou pozici dat x, t¥i moznosti pro y a zbytek je dan jednoznac¢né. M4
tedy 4 - 3 moznosti. Jelikoz na zvoleni Cislice, kterd bude v kdédu dvakrat, existuji t¥i moznosti,
celkem jde o 4 - 3 - 3 = 36 moZnosti.

4. Pokud nés kod obsahuje ¢tyrfi rizné d&islice, kazdou pravé jednou, musi zlod&j hadat jen jejich
poradi. Na prvni misto k6du miize umistit ¢tyfi rtizné ¢&islice, na druhé pak jen tii, na tfeti dveé
a na posledni misto mu jedna zbyde. Celkem mé tedy 4 -3 -2 -1 = 24 mozZnosti, které musi
vyzkouset.

Nejbezpecnéjsi je tieti varianta, tedy pouzit tii razné cislice.
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Uloha 4. Golgota byla hora ve tvaru rotacniho kuZelu se sklonem 45°. Aby Rimané JeZise potrapili,
nechali ho nést kiiz dlouhou dobu. Vybrali si ndhodny bod na povrchu tohoto kuzele (hory) a z tohoto
mista ho nechali jit. Horu obesel dokola po vrstevnici (obesel horu bez toho, aby nikde nestoupal ani
neklesal) a tim se vrdtil na pivodni misto. Kolik metri by musel vyjit smérem k vrcholu po pFichodu
na to nahodné vybrané misto, aby pak jeho pochod kolem hory byl o kilometr kratsi (startoval by z toho
nového mista a opét by el po vrstevnici zpét na misto, odkud vysel)?

ResSeni:

Toto je prufez horou. Bod F' je ten ndhodné vybrany a C' je ten, ke kterému by Jezis vySel, aby Sel o
kilometr méné. Bod F je na takovém misté, ze |DF| — |EF| = |BC| a AD je rovnob&Zzna s CE. Obé
trasy maji tvar kruznice. Ta, kterou Jezis Sel, ma polomér |DF'| a ta, kterou by Sel, méa polomér |BC|.
Nyni muZeme spocitat vzdalenost |[EF|.

2n|DF| — 1 = 27| BC| /2w
1
|DF| — o = |BC| (vyuzijeme tu pfedem zminénou rovnici |DF| — |EF| = |BC/)
7'('
1
|EF| = —
2m

Sklon kuzelu je 45°, a tedy thly EFC' a FCFE maji taky 45°. Trojihelnik CEF' je proto rovnoramenny.

To znamena, 7e |[EF| = |CE| = 5~ . V zadani se ptame na délku tsecky |CF| a tu miZeme zjistit pres

Pythagorovu vétu v trojuhelniku CEF'.

|EF]? +|CE* = |CF|?

1 2
—_ f— 2
(L) = rcn
2
V2 _ o
2w

Pocitali jsme v kilometrech, takze by Jezis jesté musel do kopce vyjit ‘2/—3 = 0, 225 kilometru.



KoMdR ~ Resent 4. série Skolni rok 2022/2023

Uloha 5. Martini md nevyvdZenou minci s dvéma stranami — panna a orel, kde panna padd castéji.
Kdyz 57 hodime trikrdt po sobé, pravdépodobnost, Ze padnou tFi stejné znaky, je presné % Jakd je
pravdépodobnost, Ze kdyzZ Martini minci hodi, padne orel?

Reseni:
Oznacme si 8anci, ze padne orel, . Pokud nepadne orel, padne panna, takze Sance, Ze padne panna je
1 — z. Sance, Ze padne tiikrat po sobé orel, je - z - . A Sance, Ze padne tFikrat po sobé panna, je
(1—-2)-(1—=)-(1—=). Vime, ze tyto dvé sance davaji v sou¢tu 50 %, tedy 0,5. To muzeme dosadit
do rovnice:
z-x-x+(l—z)-1-—2)-1—2)=0,5
23— 23 +322-3x+1=0,5
322 -3z 4+1=0,5 /=05
32 —32+0,5=0

Tuto kvadratickou rovnici vyresime pomoci diskriminantu:

D =b* — 4ac
D=(-3)*-6
D=3

T =
2a
—(=3)+V3

r1 =
2.3
L _3+V3
1= %
1 V3
SRR
—b—+/D
Tro =
2a
_ —(=3)—-V3
Tro =
2.3
:U—B_\/g
276
1 V3
279577

Vysla ndam dvé mozné feSeni, x1 je ale vétsi nez jedna polovina, a my vime, Ze orel pada méné Casto
nez panna, takze Sance na jeho spadnuti bude mensi nez jedna polovina, a spravné reseni musi byt

To = % — %, coz je priblizné 21 % (mimochodem, z; = % + % je Sance na spadnuti panny).
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Uloha 6. V pravoihlém AABC s pravgm ihlem u vrcholu C lze kvadrdt délky strany c vyjddiit
pomoci a a b jako
A =a’+ v

Nagjdéte podobny vzorec také pro kvadrdt vijsky v? wvyjddiené pomoci v, a vy a téZnice t2 vyjddiené
pomoci tg a tp.

ResSeni:

A

Stied strany a oznacime S,. Stied strany b oznac¢ime Sp. Stied strany ¢ oznacime S..
Trojihelniky C'SpB a CAS, jsou pravotuhlé. Téznice tedy mizeme z Pythagorovy véty vyjadiit jako

b2
t% :G2+Z

4 1)
2 :b2+Z

Stred kruznice opsané pravotuhlého trojihelniku lezi na jeho preponé, tedy strané c. Jelikoz jeho vzdé-
lenost od bodit A a B musi byt stejna, je tento bod stfedem S. strany c. Proto plati:

c
tc - 5 (2)
Se¢teme-li nyni rovnice (1) dostavame
v a?
ottty =a"+ +74 +74
2, 2 2, ¢
ta + tb =c + Z
5
2 42 2
ta + tb = ZC

kde v predposlednim kroku jsme pouzili Pythagorovu vétu pro AABC'. Nyni sta¢i dosadit s pouzitim
rovnice (2)

(t2 + )

Ut =

1 4
(B -
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V druhé ¢asti ulohy vyuzijeme podobnosti AABC ~ ACBP (podle véty uu):

2b2 2b2

v_e _, 2 oY _ a
b ¢ 2 a? 4 b2
kde v poslednim kroku jsme vyuzili Pythagorovu vétu. Strany a a b jsou samoziejmé v pravothlém

trojihelniku i pfislusnymi vyskami vy a vg.

Celkem tak dostavame vztahy

1
2 2 | 42
te=< (ta +t)
2,2
02— Y%
¢ v 40}
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Uloha 7.  V kruhu stdlo n lidi, ktert hrdli hru. Proni osoba, jeji pozici oznacme 1, vyradila cloveka
bezprostiedné stojicitho po jeji levici (s pozici 2) a pokracoval clovék tieti, ten také vyradil nejblizsiho
nevyrazeného po své levici a tak ddle. KdyzZ se dostali zase blizko pronimu, plynule navdzali a jeli dalst
kolo. Takto pokracovali, az zbyl jeden jediny nevyrazeny clovek, Joseph. Ten se snaZil prijit na to, kolik
presné lidi se tenkrdt hry ucastnilo, tedy kolik je n, ale nepamatoval si ani svou, vitéznou pozici p,.
Vedel jen, Ze lidi nebylo méné nezZ 60 a ne vice nez 70, Ze trvalo 5 kol, neZ se ostatni vyradili, a Ze
jeho pozice p, se dala zapsat jako soucet dvou druhiyjch mocnin prirozeného cisla a k tomu jesté p, bylo
prvocislo. Zjistéte n a p,. (Ndpovéda: zjistéte si, jaky je obecny vzorecek pro vitéznou pozici Josephova
problému,)

ResSeni:

V kruhu jsou vzdy nejprve vyfazeni vSichni se sudou pozici. Proto, kdyz mame n, které je mocninou
dvojky, v prvnim kole vyfadime ptlku lidi a skonéime zase na pozici 1, pak zase pilku atd., az zbyde
jen ten s pozici 1. Pfidanim libovolné mocniny dvojky k n tedy neménime p,. Toho vyuzijeme a
hledané n si vyjadiime jako co nejvétsi mocninu dvojky + néjaky zbytek y, n = 2¥ 4 y. Pak vitéznou
pozici zjistime tak, Ze v kruhu vyradime nejprve y lidi. Potom ten, co bude na fadé, stoji na vitézné
pozici, protoze zbyva uz jen 2% lidi. Touto metodou tedy vyrazujeme y lidi, zaroven vime, Ze na zacatku
probiha vytfazovani tak, ze vyfadime kazdého sudého. Nez se tedy dostaneme k vitézné pozici, projdeme
od zacatku 2y pozic, az pak dojdeme na vitéznou. élovék, ktery bude na fadé po tomto vyfazovani,
uz stoji na vitézné pozici, protoze od této chvile zbyva vytadit uz jen 2*. Tedy p, = 2y + 1.

Vime, Ze n je z intervalu (60, 70), a hledame co nejvétsi x takové, ze 2% neni vétsi nez n z tohoto
intervalu. Pokud x = 5, 2% je 32, coz neni v&tsi nez ¢isla z intervalu (60, 70). Pokud = = 6, 27 je 64,
coz pro vétsi n z intervalu (60, 70) také spliiuje zadani. (Cislo x nemize byt 7 ani zaddné vétsi ¢islo,
protoze 27 je vétdi nez &isla z intervalu (60, 70). NemuiZe byt ani mensi nez 5, protoze pokud bychom
dokazali n vyjadrit pomoci x mensiho nez 5, dokdzeme to i pomoci x = 5, pficemz x méa byt nejvétsi
mozné, a tedy musi byt alespon 5). Toto x udava pocet kol, které hra zabrala. Ze zadani tedy vime,
7e x = 5. Tim se okruh hledanych n zuZzuje na ty moznosti, kdy n vyjadiujeme pomoci 2°, tedy kdyz
n < 28, Zaroven vime, ze lidi bylo nejméné 60, takze nam zbyly tyto moznosti:

n Do
60 =2°+28 | 57
61 =2°+29 | 59
62=2°4+30 | 61
63 =2°+31 | 63

Piipady, kdy p, je prvocislo, jsou 59 a 61. Zatimco 59 jako soucet dvou druhych mocnin nevyjadiime*,
61 = 25 4 36. Pozice Josepha tedy byla 61, coz odpovida poctu lidi 62.

*K dikazu, Ze 59 nejde napsat jako soucet dvou druhych mocnin, vyuzijeme vlastnosti délitelnosti
druhych mocnin. Cislo 59 davé zbytek 3 po délenf ¢tyimi. At uz méame jakékoliv ¢fslo a, jeho zbytky
po déleni ¢tyfmi budou 0, 1, 2 nebo 3, jak je zndzornéno v tabulce. KdyZz toto ¢islo a umocnime na
druhou, zjistime, Ze mozné zbytky po déleni ¢tyimi jsou jen dva, a to 0 a 1. Pfedstavme si, Ze méame
dvé takova (obecné riizna) &isla a? a a3. Kdyz secteme a? + a3, i jejich zbytky po déleni 4 se séitaji.
MiiZzeme tak dostat zbytek 0, 1 nebo 2, podle toho, jaké zbytky déavalo a? a a3. Nikdy tak ale neziskdme
zbytek 3, jaky ma ¢islo 59, 59 tedy neni souctem dvou druhych mocnin.




