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Reseni 3. série

Uloha 1. Abyste zjistili, jaky obrizek se nachdzel na dverich, vyreste ndsledujici nonogram. Na krajich
tabulky jsou cisla, kterd uddvaji, jaky pocet ctvereckd md bijt ve sloupci nebo Tddku vybarveny. Pokud
je na okraji tabulky vice cisel, musi mezi skupinami vybarvenych ctverecki zistat alesponi jedno policko
prazdné, pricemz skupiny mohou (ale také nemusi) zacinat u okrage.
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Uloha 2. Madme tabulku 5 x 3, na kterou nékdo z kostek vyskliddval digitdini cislice (tak, jak jsou
zndzorniovdny standardné). Jednu konkrétni cislici dotycny vysklddal a kostky prilepil. BohuZel se vak
vSechny kostky kromé jedné odlepily. Na zdkladé pozice posledni neodlepené kostky Moimero konstatoval,
Ze zde byla vyskldddna sudd c¢islice. Poté spocital popadané kosticky a turdil, Ze jen z jejich poctu nelze
¢islici jednoznacéné urcit. Chvili umistoval posledni kosticku stiidavé na obé moznd mista — nemohl se
totiZ rozhodnout mezi dvéma moznostmi, aZ nakonec zariskoval a kosticku umistil na spodnéjsi policko.
Kterou cislici Moimero vysklddal?

Reseni:
Pozice v tabulce si oznac¢ime nasledovné:

Y | W DN —

Jediné polic¢ko, na které zasahuji jen sudé ¢&islice, je A4. Zasahuji tam 0, 2, 6 a 8. Vysklddana cislice tedy
musi byt jedna z téchto. Dale vime, ze celkovy pocet kosti¢ek je stejny pro vice ¢islic — kdyby nebyl,
byli bychom schopni ¢islici jednoznacné urcit z poc¢tu kosticek. Cislice 0 je vyskladana z 12 kosticek,
2z 11,6 z 12, 8 z 13. Vidime tedy, ze dvé uvazované moznosti jsou 0 a 6. Jediny rozdil mezi 0 a 6
je, jestli posledni kosticku umistime na B3, nebo C2. Spodnéjsi je policko B3 a takto nam vznikne
¢islice 6.
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Uloha 3. Mdme rovnost (((a[11)02)03)04 = b. Misto kazdého O doplnime jedno ze znamének +,
—, X nebo : tak, aby se znaménka v rovnici neopakovala. Najdéte:

e zpisob, jak doplnit znaménka, aby kdyz a bude sudé, bylo sudé i b, a kdyz a bude liché, bylo liché
ib,

e zpusob, jak doplnit znaménka, aby kdyzZ a bude celé, b bylo liché,

e zpisob, jak doplnit znaménka, aby kdyZ a bude sudé, b bylo celé, ale kdyZ a bude liché, b nebylo
celé,

o zpisob, jak doplnit znaménka, aby kdyZ a bude liché, b bylo celé, ale kdyZ a bude sudé, b nebylo
celé,

o 3 ruzné zpusoby, jak doplnit znaménka, aby kdyZ a bude celé, b bylo sudé.

Zaroven vidy zdiuvodnéte, pro¢ vdmi navrZeny zpusob vyhovuje zaddnyi.

ResSeni:

o ((a:1)+2)x3)—4=bnebo (((a:1)—2)x3)+4=05b
Tim, Ze ¢islo vydélime 1, se nezméni. KdyZ k nému pri¢teme/ode¢teme sudé ¢islo, jeho parita
(=jestli je sudé nebo liché) se nezméni. Stejné tak, kdyz ho vynasobime lichym ¢islem, tak se
jeho parita nezméni. Takze zadna z pouzitych operaci neméni paritu ¢isla, neboli @ mé stejnou
paritu jako b.

o ((a:1)x2)+3)—4=bnebo (((a:1)x2)—3)+4=05b
Tim, Ze ¢islo vydélime 1, se nezméni. Kdyz ho vynasobime 2, stane se (nebo zistane) sudym. Pfi-
¢tenim nebo odeétenim 3 se parita méni, takZe se ¢islo stane lichym. A pfi¢tenim nebo odeétenim
4 se parita neméni, takze ¢islo ztistane liché, neboli b je vzdycky liché.

e ((ax1):2)+3)—4=bnebo (((ax1):2)—=3)+4=>
Pokud je a sudé, po vynasobeni 1 se nezméni, po vydéleni 2 zistane celé, a pri¢itdni nebo
odecitani 3 a 4 na tom nic nezméni, takze b bude celé. Pokud je a liché, po vynasobeni 1 se
nezméni, po vydéleni dvéma se ale stane zlomkem, a pri¢itini nebo odeditani 3 a 4 na tom nic
nezméni, neboli b nebude celé.

o ((a+1):2)x3)—4=bnebo (((a—1):2)x3)+4=5b
Pokud je a liché, po pfi¢teni nebo odecteni 1 se ¢islo stane sudym, po vydélenim 2 tedy ztstane
celym, a nésobeni 3 a pfi¢itani/ode¢itani 4 na tom nic nezméni, takze b bude celé. Pokud je
a sudé, po pric¢teni nebo odecteni 1 se ¢islo stane lichym, po vydélenim 2 se tedy stane zlomkem,
a nasobeni 3 a pfic¢itani/odec¢itani 4 na tom nic nezméni, takze b nebude celé.

e ((a:1)—2)+3)x4=0bmnebo (((a:1)+2)—3) x4=>bnebo (((a—1):2)+3) x4 =bnebo
(((a+1):2)=3)x4=1b
Prvni dvojice zptusobii: Tim Ze ¢islo vydélime 1 se nezméni. KdyZ pri¢teme/odecteme 2 a 3, nadéle
ziustane celé, takze kdyz ho nakonec vynésobime 4, bude sudé, neboli b bude sudé. Druhé dvojice
zpusobti: Pokud je a liché, po pfic¢teni/odeéteni 1 se stane sudym, takze po vydéleni 2 zistane
celé, coZ nezméni piic¢teni/odec¢teni 3. Kdyz ho vynasobime 4, stane se (nebo zustane) sudym,
tedy b bude sudé. Pokud je a sudé, po pficteni/odecteni 1 se stane lichym, takze po vydéleni
2 se z néj stane néjaké celé ¢islo plus %, a po pricteni/odecteni 3 jiné celé ¢islo plus % Nasobeni
4 je vlastné dvakrat nasobeni 2. Prvni nasobeni 2 z celého ¢isla plus % udéla celé ¢islo, a druhé
néasobeni 2 z tohoto celého ¢isla udélé sudé ¢Eislo, takZe b bude sudé.
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Uloha 4. Moimero sedél ve vézent a zajimalo ho, jestli se protdhne oknem, které bylo hrozné vysoko.
Chtél zmérit jeho rozméry, ale nedosdhl tam. A proto zmévil svételny obdélnik, ktery se promitnul
na podlahu jeho Sachty. Zjistil, Ze $itka obdélniku (na kterou se promitd $irka okna) je dlouhd 25 jeho
palci. Viyska obdélniku je 52 palci. Vi, Ze slunecni paprsky dopadaji pod ihlem 60°. Aby se jim protdhl,
potreboval by, aby okno bylo Siroké alespoti 20 jeho palcii a vysoké alespori 40 jeho palcii. Protdhl by se
Moimero timto oknem?

(Moimerovy palce nejsou standardizované — neprevddéjte je proto na jiné jednotky. Pocitejte s tim, Ze
slunce se machdzi natolik daleko, Ze jeho paprsky jsou rovnobéiné, a okno se machdzi na sténé kolmé
k podlaze. Hledejte pravouhly trojihelnik a v ném bud pouZijte Pythagorovu vétu, nebo goniometrické
funkce.)

Reseni:
Sitka okna ziistane v promitnutém obrazu nezménéna. Na Sitku bude tedy okno Moimerovi urcité
staCit. Musime jesté zjistit, zda i na vysku. Nejprve si nakreslime obrazek.

Slunce

Okno
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Udélame si pohled z boku. Okno si po rovnobéznych paprscich posuneme dolt — do bodi B a P,. Diky
rovnobéznému promitani bude takto posunuté okno kolmé na podlahu a zistane zachovana délka.
Vsimneme si pravothlého trojihelniku AP, B.

Nyni mame vice moZnosti, jak pokracovat, bud si dokreslime bod C, aby nam vzniknul rovnostranny
trojahelnik (coz muzeme udélat, diky ahlu 60° u paprskia). Pak BF, budou vyskou rovnostranného
trojuhelniku, jehoz strana bude dvojnasobnéa oproti APy. Tedy |BA| = 2 - 52 = 104. Z Pythagorovy
véty pak:

104% — 522 = |BPy)?
8112 = |BPRy|?
V8112 = |BP,|

Nemusime nutné vyéislovat odmocninu z 8112, sta¢i nam védét jestli je vétsi nez 40, coz provedeme
prostym porovnanim ¢tvercii:

8112 > 1600
V8112 > 40

Moimero by se tedy do okna vesel.

Pokud ale Tesitel nezné trik s doplnénim hezkého pravotihlého trojuhelnika na rovnostranny trojihelnik,
dé se také uloha TFesit pomoci goniometrickych funkci, zde funkci tangens.

tg6oo |BPb|

|AF|

tg 60° = |BPb|
52

52 - tg60° = | BD)|
|BP,| = 90,06... > 40
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Uloha 5. M¢jme mnozinu cisel {x,z+1,2+2,...,x+n—1, z+n} takovou, Ze soucet viech jejich
prokid je roven rozdilu druhych mocnin nejvétsiho a nejmensiho prvku (rozdil je nezdporné éislo). Co
must splriovat ¢islo n, aby bylo x celociselné?

Reseni:
Soucet v8ech prvki jez(n+1)+1+2+---+(n—1)+mn, coz je x(n+ 1)+ %
Rozdil druhych mocnin nejvétitho a nejmensiho prvku je (x +n)? — 22 nebo 22 — (z +n)? podle toho,
ktera z téch druhych mocnin je vétsi.
Nyni pro kazdou z moznosti sestavime rovnici, kterou vyresime:

1. moznost: 2> < (n + x)?

1
x(n+1)+n(n2+):(n+$)2—x2
1 1
xn—l—a:—l—n(n;)—nz—l—%n—i—xz—xz /_n(n;—)
1
xn+x:n2+2ﬂ:n—n(n2+) / — 2zn
x—mn:nQ—n(n+1)
2
n?> n
l1—-n)=n?——— =
z(l—n)=n 5
n? n
— —-1)=———= -(—1
rn—1)="0 " /- (=1)
-1 -1
x(n—l)——n(n2 ) / n(n2 )
-1
x(n—l)—l—n(nz)zo

(n—1)(a+5)=0

Alespoii jedna z téch zavorek musi byt 0, aby ta rovnice platila. Prvni moznost je n — 1 = 0, takZe
n = 1. KdyZ n = 1, miize byt = napiiklad 1, coz je celo¢iselné a zarovei plati piedpoklad 22 < (n+x)2.
Druh4 moznost je x + § = 0, tedy z = —5. Aby to bylo feSeni, musf stéle platit:
22 < (n+xz)?
n n
3
2 2

<(n-5)°

2
T<7

N

A

To neplati, takze toto neni feSeni.
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2. moZnost: 2% > (n + z)?

n(n+1
x(n—l—1)+(2)=x2—(n+x)2
2
xn+x+%+§:x2—n2—2xn—x2 / + 2zn + n?
2
Sen+ 1+ =+ 2 +n’=0
2 2
3n? n
3 —+=-=0
xn+z + 5 + 5
x(3n+1)+g(3n+1)=0
n
(:1:+§)(3n+1):0
Opét musi byt alesponi jedna z téch zavorek 0. Prvnf moZnost je z + § = 0, takZe x = —%. To zkusime

dosadit do predpokladu.

2% > (n + )2
_My2 _ 2
(2> -

n®n

4 4

Ten v tomto pripadé zase neplati.

Kdyby 3n + 1 = 0, tak by se » muselo rovnat —%. To ale nesouhlasi se zadéanim, ze kterého vyplyva,
Ze m je prirozené.

3. moznost: 2% = (n + x)?

x(n+1)+wzx2—(n+x)2
x(n+1)+71(712—|—1)_0

(x—i—%)(n—i—l):o

Zmovu vysla moznost z + 5 = 0, neboli x = —% Dosadime do predpokladu:
2 = (n+2)?
UV’ UV’
R = (n— —
(-5 =(m-1)
2 2
11
To plati a proto je x = —% v tomto pfipadé validni feSeni. Jde vidét, Ze aby bylo x celo¢iselné musi
byt n sudé. Dale se nabizi n + 1 = 0, neboli n = —1. Pak ale n neni pfirozené.

Celociselnd x nam vysla ve dvou piipadech, a to kdyz je n sudé nebo 1.
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Uloha 6. Ve ctyrech dverich do cel jsou miize. Kazdé z dvei jsou 2m vysoké a 1m iroké. Celd miiz
(v kaZdych ze dveri) se skldadd z nekolika 20 cm Sirokyjch pruhi. KaZdy pruh je tvoren jednou nékolikrdt
pulkruznicové zahnutou tyci — viz obrdzek. Pulkruznice magi stejny polomér a navazuji na sebe. Mezi
temito pruhy nend Zddnd mezera a vyplniuji celé dvete. Spocitejte, kolik cm Zeleznijch tyci bylo potreba
na zhotoveni mriZovijch dveri.

20 cm

ReZeni:
Jelikoz sitka pasu je 20cm, bude polomér piilkruznic 10cm. Délku pasu v jedné pulkruznici tedy
spocitame jako % -2.m-r = 10m.

Okno je 200 cm vysoké, v kazdém pasu bude tedy % = 10 pulkruznic. Na jeden pés tedy pripadne

délka ty¢i 1007 cm.

Stika okna je 100 cm, bude v ném tedy % = 5 past. Na jedno okno tedy pfipadne délka ty¢i 5007 cm.

JelikoZz okna jsou 4, celkem dostavame délku 2000m = 6283 cm.
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Uloha 7. Najdéte vsechny dvojice redlngjch ¢isel © ay spliujict

3522 — 2122y + 105zy? — Ty = 399,
—112® 4 1652y — 33zy> + 55y° = 561.

Ndpovéda: Zkuste rovnice rizné scitat nebo odcitat a hledejte vzorce typu (a + b)"
Reseni:
V&imneme si, Ze prvni rovnice lze podélit 7 a druha 11
523 — 3:[)23/ + 15xy2 — y3 =57
—23 + 152%y — 3zy? + 5y = 51
Nyni rovnice zkusime scitat a odecitat

(3)+ (4): 4a® 4+ 122%y + 1229 + 49> = 108
(3) — (4): 62° — 1822y + 18xy* — 6y° = 6

Po dalsim podéleni (prvni rovnice 4, druhé 6) si viimneme vzorce (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab® + b3

a vzorce (a — b)3 = a® — 3ab + 3ab® — b3

23+ 322y + 3xy? + P =27
23— 3z + 3z -yt =1

Ll

Jelikoz mame lichou mocninu, miizeme dale zjednodusit:

z+y=3
r—y=1

7 ¢ehoz uz jednoduchymi tpravami dostavame jediné realné feseni x = 2 a y = 1. Jsme v cili.

10



