KoMdR - Reeni 2. série Skolni rok 2022/2023

Reseni druhé série
Uloha 1. Dopli éiselné fady a svou dvahu vysvétli:

© 2.3 57 ...

19, 17, 14, 10, ...

15, 19, 23, 27, ...

1,1, 2, 6, 24, 120, ...

91,4, 1,59, ...

Reseni:

e 2 3,5, 7,11 (prvnich pét prvocisel)

o 10,17, 14, 10, 5 (-2, =3, —4, =5, ...)

e 15,19, 23, 27, 31 (+4)

e 1,1,2 6,24, 120, 720 (-1, -2, -3, 4, -5, -6, ...)

3,1,4,1,5,9, 2 (prvnich sedm ¢islic ¢isla )
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Uloha 2. Ve slozkdch nasel Moimero titrzkovité informace o hledangch zlocincich.

Giuseppe je hleddan kwili obchodovdni s kokainem,

pistolt md ten, ktery vyhroZuje, Ze podpdli dim,

Riccardo délda bankovni prepadent, ale nenosi pistoli,

mafidnskd skupina Minestrone je zndma tim, Ze jeji clenové u sebe nosi macetu,
nékdo pracuje pro Gnocchi a Giuseppe to nent,

Stefano nepracuje pro Margheritu,

nékdo vrhd niz,

Giuseppe u sebe nemd macetu.

Zjistéte vSechny informace o zlocincich (tedy jméno, zbrafi, k jaké mafidnské skupiné patii a ¢im se

provinili).
Regeni:
Giuseppe Riccardo Stefano
obchodovani s kokainem || prepadeni banky || podpaleni domu
nuz magdeta pistole
Margherita Minestrone Gnocchi

Postup (¢isla v zavorkach se odkazuji na informaci ze zadéani, kterou zrovna pouZivime — informace
jsme ocislovali 1 — 8):

10.

. Do tabulky zapiSeme jména zloc¢inci,

Giuseppe se provinil obchodovanim s kokainem (1),

Riccardo se provinil bankovnimi pfepadenimi (3),

Stefano je posledni, u koho nevime, ¢im se provinil, zbyva pouze vyhrozovani podpalenim domu,
Stefano vyhrozoval podpélenim domu, takZe nosi pistoli (2),

macetu nenosi Giuseppe (8) ani Stefano (ten nosi pistoli), takZe macetu musi nosit Riccardo,
Giuseppe je posledni, u koho nevime, jakou nosil zbraf, zbyva pouze niz,

macetu nosi ¢lenové Minestrone (4), takze Riccardo je ¢len Minestrone,

Giuseppe nepracuje pro Gnoccehi (5) ani pro Minestrone (pro tu pracuje Riccardo), takze Giuseppe
musi pracovat pro Margheritu,

Stefano je posledni, u koho nevime, pro jakou mafidnskou skupinu pracuje, zbyva pouze Gnocchi.
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Uloha 3. Moimero plul proti proudu Feky. Piesné v pravé poledne ztratil svij oblibeny mafidnsky
klobouk, ktery se zacal plavit po sméru proudu 7eky. Po hodiné pdadlovdani si Moimero vsimnul, Ze mu
chybi jeho klobouk. Zdésil se, otocil se a vydal se ho po proudu Teky zachranit. Rychlost Teky byla
2 km/h. Moimero dokdZe na stojaté vodé pdadlovat nejvyse rychlosti 6 km/h. Vi, Ze 5 km po sméru
proudu od mista, kde klobouk ztratil, je nesplavny jez. Dokdzal by Moimero zachrdnit svij klobouk jesté
pred tim, neZ by klobouk spadnul z okraje jezu?

ReZeni:
Oznacme si:
Um =6 kTm ... rychlost Moimera
v = 2 kTm ... rychlost feky

Padluje-li Moimero proti proudu, bude jeho rychlost vi = vy, — v, =4 kTm
Padluje-li Moimero po proudu bude jeho rychlost vo = v, + v, = 8 kTm

Za hodinu se Moimero dostane s; = vy - 1 hod = 4 km od mista ztraty klobouku. Klobouk se za hodinu

dostane sy = v, - 1 hod = 2km od mista ztraty klobouku. Klobouk méa proto na Moimera ,naskok"
6 km.

Oznacme x jako vzdalenost, kde Moimero dohoni sviij klobouk, od mista, kde ho ztratil.

Moimero musi uplout s3 = x + 4 km, klobouk jenom s4 = x — 2 km, a to za stejny Cas, proto:

po s
V2 Uy
x+4 _ r—2
8 2
20 +8 = 8xr—16
24 = 6x
4 = =z

Dostihne ho tedy 4 km od mista, kde ho ztratil, coz je jeden kilometr pfed jezem.
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Uloha 4. Ndameésti Triangulare meélo tvar pravoihlého trojihelniku s obvodem 286 m. Polomeér zi-
kladny vdlcové véZe byl 18 m a dotykala se vech tii stran ndmésti (byla to kruZnice vepsand). Urcete
délky stran trojuhelnikového ndmeésti.

Reseni:

18 b

18

) b

Strany trojuhelniku jsou tecny ke kruznici vepsané a sviraji s jejim polomérem pravy thel. U pravého
thlu trojihelniku tak vznikne ¢tverec o strané 18 m. Zbylé Gtvary uvniti trojuhelniku jsou deltoidy,
maji vzdy dvé a dvé strany stejné dlouhé a jeden par protilehlych thla pravy.

Kdyz si délky oznac¢ime jako na obrazku, miizeme obvod vyjadrit jako

2a+2b+2-18 = 286
a+b = 125

7 Pythagorovy véty pak vime, ze:
(a+18)2 + (b+18)? = (a + b)?
Méme tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
a+b=125
(a+18)% + (b + 18)%* = (a + b)?
7 prvni rovnice vyjadiime a jako 125 — b a dosadime do druhé rovnice:

(125 — b+ 18)? + (b + 18)% = (125 — b + b)?

A rovnici dale upravime do tvaru:

b? — 125b — 2574 = 0

Rozkladem nebo pres diskriminant dostavame (za predpokladu a < b) b = 99, z ¢ehoz plyne a = 26 a
snadno dopocitame strany a +b=125m, a + 18 =44 m, b+ 18 = 117 m.
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Uloha 5. Kazdy z Rady tii mél své ndzory. Hlasovali pro ctyri moznosti — e je to nékdo tiplné jingj,
Giuseppe, Stefano, nebo Ricardo. KaZdy z Rady i sestavil seznam pachateli od nejpravdépodobnéjsiho
po nejméné pravdépodobného. Minimdlné dva z nich si mysli, Ze zlodéjem je spis nékdo nezndmy nez
Giuseppe. Zdroven si alesponi dva z rady mysli, Ze je to spis Giuseppe neZ Stefano, a alespori dva si
mysli, Ze pachatelem je spis Stefano neZ Ricardo. Vsichni t7i se ale shoduji, Ze je to spi§ Ricardo neZ
nékdo cizi. Jak vypadalo potadi pachateli, pro které hlasoval kazZdy z Rady tii, aby uvedené informace
byly pravdivé (jednotlivé éleny Rady nerozlisujte)?

Reseni:
Porotci: Porotce 1 | Porotce 2 | Porotce 3
Nejpravdépodobnéjst: Giuseppe | Stefano Ricardo
Stefano Ricardo cizi
Ricardo cizi Giuseppe
Nejméné pravdépodobny: cizi Giuseppe | Stefano

Vime, Ze vSichni porotci (¢lenové Rady) si mysli, Ze Ricardo je zlodéjem pravdépodobné&ji nez nékdo
cizi. Zaroven alespon dva si mysli, Ze je to spi§ Stefano nez Ricardo. Bez Gijmy na obecnosti mtzeme Fict,
ze porotci 1 a 2 si mysli, Ze zlodé&j je spis Stefano nez Ricardo (jelikoZ jednotlivé porotce nerozlisujeme).
Vime, Ze alespon dva porotci ze t¥{ si mysli, Ze zlod&j je spis Giuseppe nez Stefano. Proto si alespon
jeden ze dvou porotct, ktefi si mysli, Ze je to spiS Stefano nez Ricardo, musi myslet i Ze je to spiS
Giuseppe nez Stefano. Bez Gjmy na obecnosti mtzeme Fict, Ze je to porotce 1.

Porotce 1 si tedy mysli, Ze je to spis Giuseppe nez Stefano, spis Stefano nez Ricardo a spis Ricardo nez
nékdo cizi. Nemysli si tedy, Ze je to spi§ nékdo cizi nez Giuseppe.

Ze zadani ale vime, Ze alesponn dva porotci si mysli, Ze je to spi§ nékdo cizi nez Giuseppe. Proto si
zbyvajici dva porotci (porotci 2 a 3) musi myslet, Ze je to spis nékdo cizi nez Giuseppe.

Porotce 2 si tedy mysli, Ze je to spi§ Stefano nez Ricardo, spi§ Ricardo nez nékdo ciz{ a spis nékdo cizi
nez Giuseppe. Nemysli si tedy, Ze je to spi§ Giuseppe nez Stefano.

Ze zadéni ale vime, Ze alespoti dva porotci si mysli, Ze je to spi§ Giuseppe nez Stefano. Proto si zbyvajici

dva porotci (porotci 1 a 3) musi myslet, Ze je to spi§ Giuseppe nez Stefano.

Porotce 3 si tedy mysli, Ze je to spiS Ricardo nez né€kdo cizi, spiS nékdo cizi nez Giuseppe a spis
Giuseppe nez Stefano.
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Uloha 6. Viechny dtvary, které Moimero vidél, byly pravidelné n-ihelniky se stranou délky .

o Ukazte, Ze rovnostranny trojuhelnik, ktery vidél, mél mensi obsah neZ ctverec, ktery videél.
o Ukazte, Ze Sestivuhelnik, ktery vidél, mél mensi obsah neZ osmithelnik, ktery videl.

o Dokazte obecné: pravidelny n-ihelnik o strané délky © md mensi obsah nez pravidelny
(n + 1)-thelnik se stejnou délkou strany. (n > 2; n ndlezi N).

Reseni:
Prvnt podiloha:

Obsah &tverce spoditame ze vzorce: S = 2

Pro vypocet obsahu rovnostranného trojuhelniku je nejprve nutné znat jeho vysku. Méjme rovno-
stranny trojuhelnik TUV o strané x s vySkou WV. Protoze je rovnostranny, vyska a téZnice jsou
identické, proto je délka WU polovinou x. Délku vysky spocitame z Pythagorovy véty v trojihelniku
WUV. Obsah trojihelniku pak vyjde:

S_a-va_:c-g-x_\/g 2
2 2 4
Nyni uz je vidét, Ze pro stejné x je obsah Gtverce vétsi.
Vv
T W U
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Druhd podiloha:
Oba utvary si vhodné rozdélime na mensi ttvary, jejichZ rozméry zname nebo je dokdZeme spocitat.
Zacneme pravidelnym Sestithelnikem. Ten se da rozdélit na Sest shodnych rovnostrannych trojahel-
niki. Jejich obsah uZ zname z prvni podilohy, obsah Sestitthelniku bude Sestinasobek obsahu jednoho
trojuhelniku, tedy:

SzG-ﬁ'xQ:g-\/@az2

4 2
M L E E
‘G D
N v/ K
H X C
| J A &

Osmithelnik si rozdélime na ¢tverec, ¢tyii shodné obdélniky a ¢tyii shodné trojuhelniky. Ctverec upro-
stied ma obsah x2, pro vypocet obsahu ostatnich titvari potfebujeme zjistit délku BX (viz. obrazek).
Tu ziskdme pomoci Pythagorovy véty v trojihelniku BC' X, ktery je pravouhly a rovnoramenny — délka

BX vychazi % Pak je obsah kazdého z trojuhelniki:

Zatimco u obdélniku je to:

Obsah osmithelniku je pak roven sou¢tu obsahu vSech téchto ttvari, coz je:

42
:2:L‘2—i-i

7 5 7

To je vice nez obsah Sestitthelniku.
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Treti podiloha:

Jedna se o pravidelné n-thelniky, tedy jim lze opsat kruZnici. Spojme jeji stfed se vSemi vrcholy
n-tthelniku. Tim rozdélime n-tihelnik na n shodnych rovnoramennych trojihelnik, vSechny maji za-
kladnu délky z. Uhel u jejich vrcholu je roven ?’n@. Pro piehlednost tyto trojihelniky oznac¢ime jako
1-trojuhelniky. (n+ 1)-thelnik rozdélime stejnym zptisobem na n+ 1 shodnych rovnoramennych troju-
helniku se zakladnou délky x a thlem u vrcholu 7%01. Tyto trojihelniky oznac¢ime jako 2-trojuhelniky.
Nyni porovnejme 1-trojuhelnik a 2-trojuhelnik. Oba jsou rovnoramenné a maji délku zakladny z, pfi-
¢emZ 2-trojihelniky maji mensi tthel u hlavniho vrcholu. Nyni je tfeba ukazat, Ze 2-trojihelnik ma vétsi
vysku. To lze napiiklad konstrukci. Pokud mé 2-trojihelnfk mensi thel u hlavniho vrcholu, mé vétsi
thel u zakladny. Nacrtneme si zékladnu a rameno 1-trojiuhelniku ABC' (viz obréazek). Nyni do toho
stejného nacrtku umistime 2-trojihelnik. Ten bude mit stejnou zakladnu, a to AB. Tteti vrchol, fek-
néme D, bude na ose strany AB (protoze jde o rovnoramenny trojthelnik) a zarovenn bude mit thel
|<BAD| > |<BAC], aby bod D; byl v na¢rtku vyse nez bod C. Pokud by byl thel |[<BAD| < |<BAC],
bod Ds by lezel nize nez bod C a vyska by byla mensi. Tim jsme ukazali, Ze 2-trojihelnik ma
vétsi vysku nez 1-trojihelnik. Tedy plati, Ze obsah 2-trojihelniku je vétsi nez obsah 1-trojahelniku.
V (n + 1)-thelniku je tedy (n + 1) 2-trojuhelniki, kazdy ma vétsi obsah nez 1-trojuhelnik, kterych je
v n-thelniku jen n. Odsud plyne, Ze (n + 1)-thelnik ma vétsi obsah nez n-uhelnik.

D1
C
D2
A B
& ®
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Uloha 7. Na pozice ocislované 1 az 12 chtéli rozradit 7 muzi a 5 divek, kteii jsou vsichni po dvou
rozlisitelni (to znamend, Ze je od sebe dovedeme rozeznat — nejsou Zdadni dva stejni). Kolika zpisoby to
mohli udélat, jestlize nesmi stat vsichni muzi ani vSechny Zeny vedle sebe?

Reseni:
Celkovy pocet moznosti spo¢teme jako rozdil vSech moznosti a moznosti zakazanych. VSech moznosti,
jak lidi rozradit, je

N,=12-11-10-----1=12!

Poznamka: znak ! znaci faktoridl, pokud jste se s nim jesté nmesetkali, mizZete se dozvédét vic napf.
na wikipedii (hitps://cs.wikipedia.org/wiki/Faktoridl)
S kazdym vybérem c¢lovéka na pozici ubyvaji lidé, které muzeme zaradit na dalsi pozici.
V zakazanych moznostech musi stat bud vsichni muzi, nebo vsechny divky, nebo v8ichni muZi i vechny
divky vedle sebe. Mame tedy 3 disjunktni situace:

1. Vedle sebe stoji pouze v8ichni muzi. Nejprve jako pii spoc¢teni vSech moznosti vyse usporadame
muze — to je 7! moznosti. Dale miZeme pracovat s touto souvislou jednotkou 7 muzi. Pokud by
ale jednotka muzt byla na jednom z konci fady, budou vedle sebe i vSechny divky, coz spada
do 3. situace, a proto tyto moznosti zde v 1. situaci nebudeme zapocitavat. Jsou proto pouze 4
moznosti, kde mize stat jednotka muzt. Zbyvajicich 5 divek usporddame také jako pfi spocteni
vSech moznosti vyge, tedy 5!:

Ny =T-4-5!

2. Vedle sebe stoji pouze vSechny divky. Vytesime zcela analogicky:

Ny=5!-(81—2-7!)
=5!.71.6

3. Vedle sebe stoji vsichni muzi i vSechny divky. MuZi miizou stat budto vlevo, nebo vpravo od divek
— to jsou 2 moznosti. Poté musime uspoiradat jak divky, tak muze, tedy 5!- 7!.

N3 =2-T7!-5!

Celkem tedy dostavame
N =N, — Ny — Ny — N3
N=121-T7!.5!.12
N = 479001600 — 7257600
N = 471744000

Je celkem 471744000 moznosti, jak muze a divky rozfadit.



