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ReSeni Sesté série

Uloha 1. Do tabulky 12 x 12 dopliite 7 zdkladnich tetromin (viz obrdzek), kazdé dvakrdt. Tetromina
se nesmi vzdjemné dotgkat, ani rohem. Vybarvend pole zndzorniugi nékterd z poli, na ktergch tetromina
lezi. Na preskrtnutych polich se naopak Zddnd nenachdzi. Tucné zvyraznénd c¢isla reprezentuji pocet
jednotlivgch poli v daném Tdadku ¢ sloupci, na ktergch se nachdzi édst tetromina. Ostatni ¢isla urcuji,
kolik riznyjch tetromin zasahuje do daného Tddku ¢ sloupce. V tabulce 5 x5 je ukdzdn priklad sprdvného
vyplnént.
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Moznych feeni je vice, jednim z nich je naprihlad tohle:
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Uloha 2.  Najdéte vsechny uspoiddané dvojice (a,b) nezapornych celych cisel, které vyhovuji rovnici

a+2b+ab=2

Pokusme se vyjadrit si b:
a+2b+ab = 2
24a)-b = 2—a
(2—a)

b= GraltT Y

Nyni vySetfeme znaménko vyrazu vpravo v zévislosti na znaménku a.
Podil dvou ¢isel o stejném znaménku je kladny, zatimco podil dvou éisel o riznych znaménkach je
zaporny. Vyraz bude nulovy pravé tehdy, kdyz bude nulovy citatel, tedy a = 2.
Chceme tedy
2—-a>0&a<?2

a zaroven

24a>0&a> -2
z toho plyne

a € {0,1}.

Dale miZeme mit

2—a<0&a>2

a zaroven
24a<0&a< -2

tyto dvé podminky ale nemohou platit zaroven, proto dostavame SPOR

Zbyva ziskat hodnoty b pro a z mnoZiny {0, 1, 2}, dostavame usporadané dvojice (a,b) : (0,1), (1, %), (2,0).
7 toho jasné vidime, ze FeSeni jsou praveé 2, a to

K =1{(0,1),(2,0)}.
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Uloha 3. Tabulka n x n, kde n je liché, je vyplnéna nulami a jednickami tak, Ze se Zddnd dvé policka
se stegnymi ¢isly navzdjem nedotykaji stranami a v hornim levém rohu je umisténa jednicka. Na konci
kazdého Tadku a kaZdého sloupce je mapsdn soucet vSech c¢isel daného Fddku nebo sloupce. Jaky je (v
zavislosti na n) soucet téchto soucti?

Tabulka mé n? policek, ve kterych se st¥idaji nuly a jednicky. Protoze &islo n je liché, je v prvnim
fadku (ktery za¢ina jednickou) o jednu jednic¢ku vice nez nul, v druhém radku je zase o nulu vic. V
celé tabulce, ktera mé lichy pocet Ffadk, je tedy o jednu jednicku vice nez nul, jednicek je proto

(n* +1)
5
coz je i soucet vSech ¢isel tabulky.
Kazdé ¢islo v tabulce lezi pravé v jednom fadku a pravé v jednom sloupci. V souctu souctu je proto
kazdé ¢islo zapocitano pravé dvakrat, tudiz soucet soucti je roven dvojnasobku souc¢tu vsech cisel v
tabulce, to je )
Wk VPP n? + 1.
2

Uloha 4. Robot, Héfaistos, a Daidalos soutézi o to, kdo pruni vydeld 10 000 drachem. Vydéldvat
mohou dvéma zpisoby:

1. (za jednotku casu) ziskaji 500 drachem

2. (za stejnou jednotku casu) vyndsobi cely svij obnos 1,2

Robot zacind se 4000 a pouZivd pouze 1. zpisob, Héfaistos zacind s 1800 a pouZivd pouze 2. zpisob.
Daidalos zac¢ind pouze s 1000, ale nestiti se pouZivat 1. ani 2. zptsob. Jak md postupovat, aby vydeéldval
co nejrychleji? Mize vyhrat?

Nejprve najdéme optimélni strategii. Porovname proto 1,2 - x a  + 500 (napf. polozenim 1,2 -z >
x +500) a zjistime, ze 1. zpusob se vyplati vice, pokud mame vice nez 2500 a 2. zpusob je lepsi, pokud
méame méné nez 2500 (pti 2500 jsou oba zptusoby stejné vydélecné).
Daidalos by tedy mél pouzivat 1. zpisob, dokud mé méné nez 2500, a poté prejit na 2. zptisob. Vytvo-
fime si tabulku na vydélky jednotlivych hrac¢t po jednotkach ¢asu:

jednotka ¢asu robot Héfaistos Daidalos

0. 4000 1800 1000
1. 4500 2160 1500
2. 5000 2592 2000
3. 5500 3110 2500
4. 6000 3732 3000
5. 6500 4478 3600
6. 7000 5374 4320
7. 7500 6449 5184
8. 8000 7739 6220
8. 8500 9287 7464
10. 9000 11145 8957
11. 9500 - 10749
12. 10000 - -
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Jak je vidét, vyhrat nemuze, ale porad muze byt druhy.

Uloha 5. Robot mél celkem deset minci, kde nejmensi méla hodnotu 1, kazdd dalsi pak dvakrdt vétsi
neZ piedchozi (1, 2, 4, 8,...). Jakou nejmensi castku nemiZe zaplatit tak, Ze pouZije kaZdou minci
mazximdlné jednou? Tzn. bude od nékteré potiebovat alespoti 2 kusy.

Hodnoty minci jsou mocniny dvojky — 1 je 20, 2 je 2!, atd. Jakékoliv &islo jde poskladat jako
soucet pravé mocnin ¢isla 2 — diky tomu, Ze kazdé nasledujici ¢islo je dvakrat vétsi nez predchozi, jde
s predchazejicich ¢isel poskladat vzdy ¢islo o 1 mensi nez dalsi ¢len posloupnosti (se¢teme polovinu
daného ¢&isla, polovinu poloviny a tak déle, az se dostaneme k 1, ktera tvoii polovinu posledni poloviny,
a tedy celé ¢islo je pravé o tu jednicku mensi nez odpovidajici ¢islo v nasi posloupnosti). Robot méa k
dispozici celkem deset minci, kde nejmensi je nultd mocnina dvojky, nejvétsi pak tedy bude devatou
mocninou. Pomoci prvnich deseti mocnin (véetné nulté) tedy mize poskladat ¢islo pravé o jedna mensi,
nez je hodnota dalsiho &isla v posloupnosti, tedy 2'°. Nejmensi ¢islo, které slozit nemize, je tedy pravé
210 = 1024.

Stejného principu vyuziva i tzv. dvojkova soustava. Diky tomu, Ze dokdzeme jakékoliv ¢islo poskladat
jako soucet mocnin dvojky, lze ho zapsat pouze pomoci jedni¢ek a nul. Napiiklad nase 2'° = 1024
bychom zapsali jako 10 000 000 000. Jednicka na zacatku znamena, Ze ¢islo 210 je v souétu obsazeno
jednou, a zbylé nuly pak znadci, Ze ostatn{ mocniny dvojky v ¢isle obsazeny nejsou. TTeba ¢islo 14 by
se zapsalo jako 1110 =1 x84+ 1 x4+ 1 x 240 x 1. Na tomto principu pak funguji napiiklad pocitace.

Uloha 6. M¢jme vyraz:

Vi-144-244-3+... +4dn=1=x

Urcete vSechna ptirozend c¢isla n, pro které je x téz piirozené cislo. Napovéda: Jakd posloupnost je pod
odmocninou a jak se pocitd soucet jejich pronich n céleni?

Aby bylo x pfirozené ¢islo, musi platit, ze vyraz pod odmocninou je kvadrat. (Také nesmi byt mensi
nez nula, to se ndm ale zde ani nepodaii.)
Vyraz pod odmocninou je aritmetickd posloupnost vynasobené ¢tyfmi. Soucet prvnich n ¢lent tedy
bude
coz musi byt kvadrat. (Vzorecek pro vypocet prvnich n ¢lentt aritmetické posloupnosti mizeme najit
tfeba na wikipedii, da se i jednoduse dokézat pomoci mat. indukce). Cislo 4 je samo o sobé kvadréatem,
potiebujeme proto, aby i

n-(n+1)
2

(ozna¢me Ni) bylo kvadrét.
Hledané ¢islo N proto musi byt ¢islem trojuhelnikovym — takova ¢isla znac¢i soucet Clent aritmetické
posloupnosti. A také ¢tvercové, coz znamend, Ze je kvadréatem. Pomoci Pellovy rovnice (https://
en.m.wikipedia.org/wiki/Square_triangular_number) ziskdme predpis pro takova Cisla, kterd jsou
zaroven Ctvercova i trojuhelnikova:

N, <(3+2\/§)k— (3—2\/§)k>2
k= .

42

Prikladem prvnich ¢tyt takovych ¢isel N je: 1, 36, 1225, 41 616, z ¢ehoz pak jednoduse dopocditame,
zen je 1, 8,49, 288, atd.


https://en.m.wikipedia.org/wiki/Square_triangular_number
https://en.m.wikipedia.org/wiki/Square_triangular_number
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Uloha 7. Naleznéte vsechna ¢isla, kterd magi prave 8 riznijch sudijch déliteli a zdrover prdvé 8 (ne
nutné riznijch) prvocisel v rozkladu na soucin prvocisel.

Aby mélo néjaké ¢islo (nazvéme ho R) sudé délitele, musi byt samo uré¢ité sudé, tedy ve svém rozkladu
na soucin prvocisel musi mit alespon jednu dvojku. Obecné si tedy tvar téchto ¢isel miZeme zapsat
jako:

R=2". L,

kde L je soucin vSech lichych prvocisel v rozkladu, tedy také liché ¢islo.

Nyni pojdme zjistit, pro kterd n a jednotliva lich4 prvocisla bude mit R pravé 8 sudych délitelt.
V rozkladu kazdého takového délitele musi byt alesponn jedna dvojka, abychom tedy dostali pocet
takovych délitelii, musime mezi sebou vynésobit ¢islo n a pocet riznych kombinaci s opakovanim,
ktery lze vytvorit vybérem ze vSech lichych ¢isel (mtzeme vybrat i 0 lichych &isel). Ten si nazvéme K.
Obé tato ¢isla jsou ale evidentné celd, vyplyva z toho tedy, Ze Cislo n muZze nabyvat hodnoty 1, 2,
4, 8. Pouze téchto hodnot muze také nabyvat K. Pokud by se v rozkladu vyskytovala 3 rizné licha
prvodisla, K bude mit hodnotu 8 (viz rozepsano nize). Tim padem vime, Ze vice jak 3 rizné licha
prvocisla v rozkladu nebudou.

V této chvili jiz sta¢i jen prozkoumat moznosti pro nula az t¥i rtizna liché prvocisla v rozkladu:

i) mame pravé 0 lichych prvocisel
K=1=>n=%=38
- 28 2,22 23 24 25 26 97 98

ii) mame pravé 1 liché prvoéislo v n&jaké mocniné

pokud toto liché ¢islo v soucinu pouzijeme i-krat, bude K = i+ 1, tedy feSeni bude platné pouze, kdyz
(1+1)|8, tedy 7 € {1,3,7}

24 52,2223 24 2. 04,22 0,,23 . 1,24 - 4

222033 52,22.2.11,22 11,2 1,222 12,2 143,22 148

2" = 2.2-0,2- %2 %2 04 2 10,2 148, 2 4T

iii) mame pravé 2 ruzna licha prvocisla v néjakych mocninach

pokud je alespon jedno liché prvocislo v alespon ¢tvrté mocniné, pak bude K > 8, stac¢i tedy zkoumat

ostatni

pro 112 - 193, 113 - 152, 113 - 1y a 12 - 152 je také K > 8
l1l2:>K:4:>n:%:2
W bh=K=7T=n=

13 hb=K=8=n=

—22'l1-lg:>2,22,2'l1,22'l1,2'l2,22'12,2'11'l2,22-l1'12
—2‘[13'12:>2,2-l1,2-l12,2‘l13,2‘lg,2‘11‘lg,2‘l12‘lg,2‘113'l2

iv) mame pravé 3 ruzné licha prvocisla v néjakych mocninidch méame pouze jednu moznost — pouZit
v8echna tfi rizné licha prvocisla pouze v prvni mocniné, tedy K = 8
-2l ls3=2,2-01,2 19,213,211 - 19,211 - 13,215+ 13,2 11 - I3 - I3

Z rozpisu viech moznych tvart ¢isla R nam jednoznaéné vyplyva, ze pouze 28 a 2- L7 spliiuji podminky
pro pocet prvoéisel v rozkladu. Pro zjednoduseni mizeme 28 pievést do tvaru 2-27 a uvést jako feseni
tvar 2 - p’, kde p je libovolné prvoéislo.

Regenim tlohy jsou viechna ¢isla ve tvaru 2 - p”



