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�e²ení páté série

Úloha 1. Dopl¬te do útvaru £ísla 1-9 tak, aby se ºádné nevyskytovalo vícekrát v jedné °ad¥ £i dia-
gonále. Krouºky u n¥kterých hran zna£í, ºe se v polích vyskytují dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla. V²echny tyto
dvojice jsou vyzna£eny. Ur£ete po£et moºných °e²ení.

�e²ení je pouze jedno a to následující:

Úloha 2. Zadrºeni byli £ty°i podez°elí � Bonnie Parkerová, James Moriarty, Jack Rozparova£, Han-
nibal Lecter. Kaºdý z nich °ekl práv¥ jednu pravdivou a práv¥ jednu nepravdivou v¥tu. Víme, ºe mezi
t¥mito £ty°mi lidmi jsou práv¥ dva disjunktní p°átelské páry (jejich pr·nikem je prázdná mnoºina, jsou
navzájem r·zné), p°i£emº hledaní dva pachatelé jsou p°átelé. Kdo jsou pachatelé?

� Bonnie Parkerová: �Pachatelem je James Moriarty. Pachatelem je Jack Rozparova£.�

� James Moriarty: �Jsem nevinný. Kamarádím se s Hannibalem Lecterem.�

� Jack Rozparova£: �Jsem vinen. P°átelím se s Bonnie Parkerovou.�

� Hannibal Lecter: �James Moriarty je nevinen. Nekamarádím s Bonnie Parkerovou.�
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Jsou moºné t°i dvojice pár· Bonnie+James a Jack+Hannibal, pak Bonnie+Jack a James+Hannibal,
pak Bonnie+Hannibal a James+Jack. Výpov¥dí Bonnie je jasné, ºe pachatelem je bu¤ James, nebo
Jack, ale ne zárove¬. M·ºeme tedy vy°adit t°etí variantu.

Za£n¥me s první variantou. Pokud by platilo Bonnie+James a Jack+Hannibal, pak druhá v¥ta
Jamese je leº, a tedy první je pravda, to by znamenalo, ºe James je nevinný a pachateli jsou Jack a
Hannibal. Pak se ale podívejme na výpov¥¤ Hannibala. Jeho první v¥ta je pravdivá. To znamená, ºe
druhá musí být lºivá, tedy se p°átelí s Bonnie, coº je ale spor. Tato dvojice pár· to být nem·ºe.

Zbývá uº jen jedna, a to druhá varianta. Druhá v¥ta Jamese musí být pravdivá, tedy jeho první
v¥ta je lºivá, to znamená, ºe James je vinen a s ním i Hannibal. Zkontrolujeme s výpov¥¤mi ostatních
podez°elých a zjistíme, ºe je to správná varianta. Pachateli jsou James a Hannibal. A: Pachatelem je
James. Pachatelem je Jack. B: Jsem nevinný. P°átelím s Hannibalem. C: Jsem vinen. P°átelím se s
Bonnie. D: James je nevinen. Nekamarádím se s Bonnie.

Úloha 3. Kaºdý z pokoj· na pat°e má alespo¬ jednu ze t°í propriet � balkón, vanu nebo klimatizaci.
Ke kaºdé z moºných kombinací propriet p°i°a¤te explicitn¥ po£et pokoj·, které danou kombinaci nesou,
jestliºe máte k dispozici následující kritéria. Pokud po£et nelze jednozna£n¥ ur£it, vysv¥tlete pro£.

� V²ech pokoj· na pat°e je dohromady 137;

� pokoj·, co mají vºdy balkón, ale klimatizaci mají pouze tehdy, kdyº mají i vanu, je 93;

� pokoj· s vanou i klimatizací zárove¬ je 44;

� po£et v²ech pokoj·, co nemají zárove¬ balkón i vanu, je 77;

� pokoj· vºdy s klimatizací a nikdy s balkónem je 25;

� pokoj· se samotným balkónem a pokoj· se samotnou klimatizací je 56.

Pro p°ehlednost si nakreslíme následující diagram a budeme po£ítat s neznámými A - po£et pokoj·
pouze s balkónem, B - po£et pokoj· pouze s vanou, C - po£et pokoj· pouze s klimatizací, AB - pokoje
pouze s balkónem a vanou, AC - pokoje pouze s balkónem a klimatizací, BC - pokoje pouze s vanou
a klimatizací a ABC - pokoje se v²ím.
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Nyní si m·ºeme kritéria p°epsat do soustavy rovnic:

A+B + C +AB +AC +BC +ABC = 137

A+ABC +AB = 93

ABC +BC = 44

A+B +AC + C + CB = 77

C + CB = 25

A+ C = 56

Jelikoº máme 6 rovnic o 7 neznámých, nem·ºeme za£ít rovnice po£ítat jako klasickou soustavu. Místo
toho zkou²íme od sebe navzájem ode£ítat a p°i£ítat jednotlivé rovnice tak, aby nám vypadla jen jedna
hodnota. Nap°íklad kdyº od 4. rovnice ode£teme 6., získáme krat²í rovnici B+AC +CB = 21. Pak si
m·ºeme v²imnout, ºe tato nová rovnice dává s 2. rovnicí dohromady celek bez C, máme tedy vyhráno,
rovnice spolu se£teme a ode£teme od 1. rovnice a dostaneme, ºe C = 23. V tuto chvíli je práce snadná,
budeme objevovat nové a nové rovnice, kam m·ºeme nalezené hodnoty dosadit a získat tak nové:

Z dvou posledních rovnic dostaneme, ºe A = 33 a CB = 2. Ze t°etí rovnice pak máme ABC = 42 a
tedy z druhé rovnice AB = 18.

Nyní se ale dostaneme do problému, protoºe nám chybí neznámé B a AC a nemáme rovnici, kde
by vystupovaly samostatn¥. Z jediných dvou rovnic, kde se nachází, dostaneme pouze B + AC = 19.
U t¥chto dvou tedy nem·ºeme p°esn¥ °íct, kolik p°edm¥t· má vlastnost B a AC, m·ºeme pouze °íct,
kolik je sou£et takových dvou skupin.

Úloha 4. Máme t°i p°ihrádky: v první jsou 2 zlaté klí£e a 6 st°íbrných, v druhé je 5 zlatých a 5
st°íbrných klí£· a ve t°etí 9 zlatých a 4 st°íbrné klí£e. Z kterých p°ihrádek a nejmén¥ kolikrát musíme
brát, abychom m¥li jistotu, ºe vezmeme alespo¬ 6 zlatých klí£· a 5 st°íbrných klí£·?

V první £ásti °e²ení ukáºeme, ºe zadání lze splnit vytáhnutím 15 klí£· - nap°íklad vytáhneme 10
klí£· ze druhé p°ihrádky a 5 ze t°etí. V druhé £ásti °e²ení je t°eba ukázat, ºe mén¥ tahy zadání splnit
nelze. Rozd¥líme °e²ení podle po£tu p°ihrádek, ze kterých bereme klí£e.
�e²ení braním z pouze jedné p°ihrádky neexistuje, jediná p°ihrádka s 11 nebo více klí£i je ta t°etí,

která ale neobsahuje 5 £i více st°íbrných klí£·.
�e²ení braním ze dvou p°ihrádek se d¥lí podle toho, z kterých. Zkou²íme vy°e²it úlohu na 14 tah·

pro kaºdou dvojici p°ihrádek. Abychom p°i braní z jedné p°ihrádky s jistotou v¥d¥li alespo¬ o jednom
klí£i, zda je zlatý £i st°íbrný, musíme z p°ihrádky brát vícekrát, neº je klí£· druhu, kterého je mén¥,
nap°íklad z první p°ihrádky musíme brát alespo¬ t°ikrát. Také víme, ºe musíme získat informace z obou
p°ihrádek, protoºe pomocí informací z jediné p°ihrádky úlohu vy°e²it nelze. Takto získáme pro kaºdou
dvojici p°ihrádek 5-6 moºností, jak z nich 14x táhnout. Ani jedna moºnost v²ak nespl¬uje zadání.
Zbývá pro²et°it poslední p°ípad, kdy bereme ze v²ech t°í p°ihrádek. Musíme z kaºdé získat informaci

o alespo¬ jednom klí£i, který z ní vytáhneme. Zárove¬ chceme ze 14 vytaºených klí£· o 11 s ur£itostí
v¥d¥t, zda jsou zlaté £i st°íbrné. To znamená, ºe nejvý²e t°i klí£e budou �neznámé�. Toto pak ur£it¥
platí i pro kaºdou p°ihrádku - nejvý²e t°i z klí£· vytaºených z kaºdé p°ihrádky mohou být neznámé.
Z kaºdé p°ihrádky musíme vytáhnout alespo¬ takový po£et klí£·, který spl¬uje ob¥ pravidla, coº je u
první 3, u druhé 7 a u t°etí 10. Celkem tedy pot°ebujeme minimáln¥ 20 tah·, coº nevyhovuje na²im
poºadavk·m. Tím je rozbor v²ech moºností ukon£en.

Úloha 5. Jaký je obsah zelen¥ vybarvených ploch, pokud polom¥r v²ech kruh· na obrázku je r? Ná-
pov¥da: Podívejte se, jak se po£ítá obsah ²estiúhelníka.
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Obsah S zelen¥ vybarvené £ásti zjistíme nejsnáze jako obsah kruhu minus obsah 12 �líste£k·�. Obsah
kruhu je SK = πr2. Dále umíme ur£it obsah ²esti pololíste£k· neboli t°í líste£k· (na obrázku níºe
ºlut¥) tak, ºe od obsahu kruhu ode£teme obsah ²estiúhelníku vepsaného do trojúhelníku (mod°e).
Obsah ²estiúhelníku bude SH = 3

√
3

2 r2, protoºe jeho strana je stejn¥ dlouhá jako polom¥r kruºnic.
Potom:

3SL = SK − SH = πr2 − 3
√
3

2
r2 = (π − 3

√
3

2
)r2

SL = (
π

3
−
√
3

2
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A nakonec:

S = SK − 12 · SL = πr2 − 12 · (π
3
−
√
3

2
)r2 = (π − 4π + 6

√
3)r2 = 3r2(2

√
3− π)
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Úloha 6. Na £ty°ech dlaºdi£kách jsou £ty°i po dvou r·zná £ísla od 0 do 9. Dlaºdi£ky poskládáme za
sebe tak, ºe vzniklé £íslo je d¥litelné ²esti. Dlaºdi£ku úpln¥ zleva p°esuneme úpln¥ doprava, vzniklé £íslo
je pak d¥litelné jedenácti. Znovu dlaºdi£ku úpln¥ zleva p°esuneme úpln¥ doprava, vznikne £íslo d¥litelné
p¥ti. Jaký je nejv¥t²í moºný sou£et £ísel na dlaºdi£kách?

�ísla na karti£kách ozna£íme a, b, c, d. Potom první poskládané £íslo ve tvaru abcd musí být d¥litelné
²esti, proto a+ b+ c+ d musí být d¥litelné t°emi a d bude sudé.
P°ehozením karti£ek dostaneme £íslo ve tvaru bcda. Aby bylo £íslo d¥litelné 11, musí být rozdíl sou£tu
cifer na sudých pozicích a sou£tu cifer na lichých pozicích násobkem jedenácti. V na²em p°ípad¥ m·ºe
nastat, ºe tento rozdíl bude 0, nebo 11 (vzhledem k tomu, ºe s£ítáme jednociferná £ísla, rozdíly 22 a
v¥t²í nastat nemohou). Takºe bu¤ a+ c = b+ d, nebo a+ c+ 11 = b+ d, nebo a+ c = b+ d+ 11.
Z t°etí podmínky víme, ºe b je bu¤ 0, nebo 5, protoºe posledním p°ehozením karti£ek dostaneme

£íslo tvaru cdab, kde b je poslední cifra.
Hledáme nejv¥t²í moºný sou£et a + b + c + d takový, aby byl d¥litelný t°emi. Pokud by b bylo

5, m·ºeme dostat vyhovující sou£et nejvíce 27 (a, c, d volíme nejv¥t²í moºná, takºe 9+8+7+5 = 29,
nejbliº²í niº²í d¥litelné t°emi je 27). V tomto p°ípad¥ by nemohlo platit a+ c = b+ d, protoºe £íslo 27
je liché a nem·ºeme ho rozd¥lit na dv¥ shodné celo£íselné £ásti. M·ºe tedy platit a + c + 11 = b + d,
p°i£emº víme, ºe a+ b+ c+ d se rovná 27, sou£et levé a pravé strany rovnice tedy 27+11 a kaºdá ze
stran rovnice bude (27+11)/2=19. Jenºe sou£et b+d nikdy nedá 19, protoºe b i d jsou jednociferná.
Obdobn¥ pro a+ c = b+ d+ 11. Sou£et 27 tedy nem·ºe nastat.
Zkusíme 24, to je sudé, musí tedy platit a + c = b + d = 24/2 = 12. (P°i£tením 11 bychom dostali

liché £íslo, které nerozd¥líme na dv¥ shodné celo£íselné £ásti.) Pokud b bude 5, pak d bude 12 � 5 = 7,
coº ale není sudé, nebyla by spln¥na podmínka pro d¥litelnost ²esti. Pokud b = 0, pak d = 12, coº je
p°íli² velké. Sou£et musí být men²í neº 24.
Zkusíme tedy sou£et 21, to je liché, musí platit a + c + 11 = b + d, nebo a + c = b + d + 11. Pro

a+c+11 = b+d = (21+11)/2 = 16 a b = 5 dostaneme d = 16−5 = 11, moc velké. Kdyº b = 0, d = 16,
moc velké. Pro a + c = b + d + 11 = 16 a b = 5 dostaneme, ºe a + c = 5 + d + 11 = 16, takºe d = 0,
coº je sudé a vyhovuje zadání. �ísla a a c pak mohou být libovolná spl¬ující, ºe a + c = 16. Nejv¥t²í
moºný sou£et je tedy 21.

Úloha 7. M¥jme dva shodné £tverce poloºené p°es sebe tak, ºe jsou vzájemn¥ pooto£eny o 45◦ a jejich
geometrické st°edy jsou v témºe bod¥. Spo£t¥te velikost plochy takto vzniklého obrazce (tedy plochy,
pokryté alespo¬ jedním takovým £tvercem), pokud oba £tverce mají délku strany a.
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Vznikne nám pravidelný nekonvexní ²estnáctiúhelník. Ozna£me n¥které z jeho vrchol· tak, jako na
obrázku. Abychom spo£ítali celý obsah, pot°ebujeme spo£ítat obsah malého trojúhelní£ku ABC.

Z°ejm¥ platí |XA|+ |AC|+ |CY | = x+ y+x = a, tedy y = a− 2x (1) Dále, jelikoº trojúhelník ABC
je pravoúhlý, z Pythagorovy v¥ty platí 2x2 = y2, tedy y =

√
2x (2) Dosa¤me do (1):

√
2x = a− 2x

(
√
2 + 2)x = a

x =
a

(
√
2 + 2)

Obsah trojúhelníka ABC je tedy a2/(2 + 4 + 4
√
2) · 2 = a2/4(3 + 2

√
2). Celkový obsah tedy bude

a2 + 4 · a2/4(3 + 2
√
2) = a2 · (1 + (1/(3 + 2

√
2) = (4 + 2

√
2)/(3 + 2

√
2) · a2

6


