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Reseni paté série

Uloha 1. Dopliite do ttvaru ¢isla 1-9 tak, aby se Zidné nevyskytovalo vicekrdt v jedné Fadé ¢i dia-
gondle. Krouzky u nékteryjch hran znac%, Ze se v polich vyskytuji dvé po sobé jdouct ¢isla. Viechny tyto
dvojice jsou vyznaceny. Urcete pocet moZnijch Tesend.

Uloha 2. Zadrzeni byli étyii podezieli — Bonnie Parkerovd, James Moriarty, Jack Rozparovaé, Han-
nibal Lecter. KaZdij z nich ekl pravé jednu pravdivou a prdvé jednu nepravdivou vétu. Vime, Ze mezi
temito c¢tyimi lidmi jsou pravé dva disjunktni pratelské pary (jejich prinikem je prdzdnd mnozina, jsou
navzdjem rizné), pricemz hledani dva pachatelé jsou pidtelé. Kdo jsou pachatelé?

Bonnie Parkerovd: ,Pachatelem je James Moriarty. Pachatelem je Jack Rozparovac.”

James Moriarty: ,Jsem nevinnyg. Kamarddim se s Hannibalem Lecterem.“

Jack Rozparovac: , Jsem vinen. Pidtelim se s Bonnie Parkerovou.“

Hannibal Lecter: , James Moriarty je nevinen. Nekamarddim s Bonnie Parkerovou.“
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Jsou mozné t¥i dvojice part Bonnie+James a Jack+Hannibal, pak Bonnie+Jack a James+Hannibal,
pak Bonnie+Hannibal a James+Jack. Vypovédi Bonnie je jasné, 7ze pachatelem je bud James, nebo
Jack, ale ne zaroven. Muzeme tedy vytadit t¥et{ variantu.

Zagtnéme s prvni variantou. Pokud by platilo Bonnie4+James a Jack+Hannibal, pak druha véta
Jamese je lez, a tedy prvni je pravda, to by znamenalo, Ze James je nevinny a pachateli jsou Jack a
Hannibal. Pak se ale podivejme na vypovéd Hannibala. Jeho prvni véta je pravdiva. To znamena, 7e
druhd musi byt 1zivé, tedy se pfateli s Bonnie, coz je ale spor. Tato dvojice part to byt nemtze.

Zbyva uZ jen jedna, a to druhé varianta. Druh& véta Jamese musi byt pravdiva, tedy jeho prvni
véta je 1Ziva, to znamend, 7e James je vinen a s nim i Hannibal. Zkontrolujeme s vypovédmi ostatnich
podeztelych a zjistime, ze je to spravna varianta. Pachateli jsou James a Hannibal. A: Pachatelem je
James. Pachatelem je Jack. B: Jsem nevinny. Pfatelim s Hannibalem. C: Jsem vinen. Pfatelim se s
Bonnie. D: James je nevinen. Nekamaradim se s Bonnie.

Uloha 3. Kazdy z pokoji na patie md alespoti jednu ze t7i propriet — balkén, vanu nebo klimatizaci.
Ke kazdé z moznyjch kombinact propriet pFitadte explicitné pocet pokoji, které danou kombinaci nesou,
jestlize mdte k dispozici ndsledujici kritéria. Pokud pocet nelze jednoznacné urcit, vysvétlete proc.

o Vsech pokoji na patie je dohromady 137;
e pokoji, co mayi vZdy balkon, ale klimatizaci maji pouze tehdy, kdyz maji i vanu, je 93;

o pokoju s vanou i klimatizaci zdroven je 44;

pocet vsech pokoji, co nemaji zdroven balkon 1 vanu, je 77;

pokoji vidy s klimatizact a nikdy s balkdnem je 25;

e pokoji se samotnym balkénem a pokojii se samotnou klimatizact je 56.

Pro ptehlednost si nakreslime nasledujici diagram a budeme pocitat s nezndmymi A - pocet pokoju
pouze s balkénem, B - pocet pokoji pouze s vanou, C' - poc¢et pokoji pouze s klimatizaci, AB - pokoje
pouze s balkonem a vanou, AC - pokoje pouze s balkénem a klimatizaci, BC - pokoje pouze s vanou
a klimatizaci a ABC' - pokoje se vSim.

I
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Nyni si mizeme kritéria pfepsat do soustavy rovnic:

A+B+C+AB+ AC+ BC+ ABC =137
A+ ABC + AB =93

ABC + BC =44
A+B+AC+C+CB=177
C+CB=25

A+C =56

Jelikoz mame 6 rovnic o 7 neznamych, nemtizeme zacit rovnice pocitat jako klasickou soustavu. Misto
toho zkousime od sebe navzajem odeditat a pFic¢itat jednotlivé rovnice tak, aby nam vypadla jen jedna
hodnota. Napfiklad kdyz od 4. rovnice ode¢teme 6., ziskdme kratsi rovnici B+ AC + CB = 21. Pak si
muZeme v8imnout, Ze tato nova rovnice davé s 2. rovnici dohromady celek bez C'; mame tedy vyhrano,
rovnice spolu se¢teme a odecteme od 1. rovnice a dostaneme, ze C' = 23. V tuto chvili je prace snadna,
budeme objevovat nové a nové rovnice, kam muzZzeme nalezené hodnoty dosadit a ziskat tak nové:

Z dvou poslednich rovnic dostaneme, 7e A = 33 a CB = 2. Ze tfeti rovnice pak mame ABC = 42 a
tedy z druhé rovnice AB = 18.

Nyni se ale dostaneme do problému, protoZe nam chybi neznamé B a AC a nemame rovnici, kde
by vystupovaly samostatné. Z jedinych dvou rovnic, kde se nachézi, dostaneme pouze B + AC = 19.
U té&chto dvou tedy nemtizeme piesné fict, kolik predméti ma vlastnost B a AC, mzeme pouze Fict,
kolik je soucet takovych dvou skupin.

Uloha 4. Mdme tii piihrddky: v proni jsou 2 zlaté klice a 6 stiibrngch, v druhé je 5 zatych a 5
stFtbrngch Klicd a ve tretd 9 zlatych a 4 stribrné klice. Z kterych piihrddek a nejméné kolikrdt musime
brdt, abychom meéli jistotu, Ze vezmeme alesponi 6 zlatjch klici a § stribrngch klicd?

V prvni ¢asti feSen{ ukaZeme, Ze zadan{ lze splnit vytdhnutim 15 kli¢t - napfiklad vytdhneme 10
kli¢i ze druhé pfihradky a 5 ze tieti. V druhé Casti feseni je tfeba ukézat, Ze méné tahy zadani splnit
nelze. Rozdélime feseni podle poctu piihradek, ze kterych bereme klice.

Regeni branim z pouze jedné piihradky neexistuje, jedind piihradka s 11 nebo vice kli¢i je ta t¥eti,
kteréd ale neobsahuje 5 ¢&i vice st¥ibrnych klict.

Regeni branim ze dvou prihradek se déli podle toho, z kterych. Zkousime vyfesit tilohu na 14 tahu
pro kazdou dvojici pfihradek. Abychom p¥i brani z jedné piihradky s jistotou védéli alespon o jednom
kli¢i, zda je zlaty ¢ st¥ibrny, musime z prihrddky bréat vicekrat, nez je kliéd druhu, kterého je méné,
napiiklad z prvni pfihradky musime brat alespon t¥ikrat. Také vime, Ze musime ziskat informace z obou
prihradek, protoZe pomoci informaci z jediné prihradky tlohu vyfesit nelze. Takto ziskdme pro kazdou
dvojici pfihradek 5-6 moznosti, jak z nich 14x tdhnout. Ani jedna moznost vSak nespliuje zadani.

Zbyva proSetfit posledni pfipad, kdy bereme ze v8ech t¥i pfihradek. Musime z kazdé ziskat informaci
o alespoil jednom Kkli¢i, ktery z ni vytdhneme. Zaroven chceme ze 14 vytaZenych kli¢ti o 11 s urcitost{
védét, zda jsou zlaté ¢i stiibrné. To znamend, Ze nejvySe tii klice budou “neznédmé”. Toto pak urcité
plati i pro kazdou prihradku - nejvyse tfi z kli¢i vytazenych z kazdé pfihradky mohou byt neznamé.
7 kazdé prihradky musime vytdhnout alespon takovy pocet kli¢id, ktery spliiuje obé pravidla, coz je u
prvni 3, u druhé 7 a u tfeti 10. Celkem tedy potfebujeme minimélné 20 tahf, coz nevyhovuje nasim
pozadavkim. Tim je rozbor vSech moznosti{ ukoncen.

Uloha 5. Jaky je obsah zelené vybarvengch ploch, pokud polomeér vsech kruhi na obrdzku je r? Nd-
poveda: Podivejte se, jak se pocitd obsah Sestitihelnika.
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Obsah S zelen€ vybarvené ¢asti zjistime nejsnéze jako obsah kruhu minus obsah 12 ,listecki”. Obsah
kruhu je Sk = 7r?. Déle umime uréit obsah Zesti pololisteckii neboli tif listeckt (na obrazku nize
7luté) tak, ze od obsahu kruhu odefteme obsah Sestithelniku vepsaného do trojihelniku (modfe).

Obsah Sestithelniku bude Sy = %57"2, protoze jeho strana je stejné dlouha jako polomér kruznic.

Potom:
3SL—SK—SH—7TT2—%§T2—( —%§)2
(T V32
SL—(§ T)T
A nakonec:

S:SK—12'SL:7T7“2—12-(
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Uloha 6. Na ¢tyiech dlazdickdch jsou étyri po dvou riznd cisla od 0 do 9. Dlazdicky poskldddme za
sebe tak, Ze vzniklé cislo je délitelné sesti. DlaZdicku uplné zleva presuneme uplné doprava, vzniklé ¢islo
je pak délitelné jedendcti. Znovu dlazdicku ipiné zleva presuneme iplné doprava, vznikne ¢islo délitelné
péti. Jaky je nejuetsi moznyg soucet ¢isel na dlazdickdch?

Cisla na kartickach oznadime a, b, c,d. Potom prvni poskladané &islo ve tvaru abed musi byt délitelné

Sesti, proto a + b+ ¢+ d musi byt délitelné tfemi a d bude sudé.
Pfehozenim karti¢ek dostaneme &islo ve tvaru beda. Aby bylo ¢islo délitelné 11, musi byt rozdil souc¢tu
cifer na sudych pozicich a sou¢tu cifer na lichych pozicich nasobkem jedenacti. V naSem piipadé mize
nastat, ze tento rozdil bude 0, nebo 11 (vzhledem k tomu, Ze s¢itame jednociferna ¢isla, rozdily 22 a
vétsi nastat nemohou). Takze bud a +¢=b+d, nebo a+c+ 11 =b+d, neboa+c=b+d+ 11.

Z tfeti podminky vime, Ze b je bud 0, nebo 5, protoze poslednim piehozenim karti¢ek dostaneme
¢islo tvaru cdab, kde b je posledni cifra.

Hledame nejvétsi mozny soucet a + b + ¢ + d takovy, aby byl délitelny tfemi. Pokud by b bylo
5, mizeme dostat vyhovujici soucet nejvice 27 (a, ¢, d volime nejvétsi mozna, takze 9+8+7+5 = 29,
nejblizsi nizsi délitelné tfemi je 27). V tomto pFipadé by nemohlo platit a + ¢ = b+ d, protoze ¢islo 27
je liché a nemiZeme ho rozdélit na dvé shodné celociselné ¢asti. Muze tedy platit a +c+ 11 = b+ d,
pri¢emz vime, ze a + b+ ¢ + d se rovna 27, soucet levé a pravé strany rovnice tedy 27411 a kazda ze
stran rovnice bude (27+411)/2=19. JenZe soucet b-+d nikdy neda 19, protoze b i d jsou jednocifern.
Obdobné pro a + ¢ = b+ d + 11. Soucet 27 tedy nemiiZe nastat.

Zkusime 24, to je sudé, musi tedy platit a + ¢ = b+ d = 24/2 = 12. (Pfi¢tenim 11 bychom dostali
liché ¢islo, které nerozdélime na dvé shodné celociselné ¢asti.) Pokud b bude 5, pak d bude 12 - 5 = 7,
coz ale neni sudé, nebyla by splnéna podminka pro délitelnost Sesti. Pokud b = 0, pak d = 12, coz je
pfili§ velké. Soucet musi byt mensi nez 24.

Zkusime tedy soucet 21, to je liché, musi platit a + ¢+ 11 = b+ d, nebo a4+ c = b+ d+ 11. Pro
a+c+11 =b+d = (21+11)/2 =16 a b = 5 dostaneme d = 16 —5 = 11, moc velké. Kdyz b = 0,d = 16,
moc velké. Proa4+c=b+4+d+ 11 =16 a b = 5 dostaneme, 7e a + c =5+ d + 11 = 16, takzie d = 0,
coZ je sudé a vyhovuje zadani. Cisla a a ¢ pak mohou byt libovolna spliiujici, Ze a + ¢ = 16. Nejvétsi
mozny soucet je tedy 21.

Uloha 7. Méjme dva shodné ctverce polozené pies sebe tak, Ze jsou vzdjemné pootoceny o 45° a jejich
geometrické stfedy jsou v témze bodé. Spoctéte welikost plochy takto vzniklého obrazce (tedy plochy,
pokryté alespori jednim takovgm ctvercem), pokud oba étverce maji délku strany a.
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Vznikne nam pravidelny nekonvexni Sestnictitithelnik. Oznafme nékteré z jeho vrcholi tak, jako na
obrazku. Abychom spoditali cely obsah, potfebujeme spocitat obsah malého trojuhelnicku ABC.

Ztejmé plati | X A|+|AC|+|CY| =z +y+x = a, tedy y = a — 2z (1) Déle, jelikoz trojuhelnik ABC
je pravouhly, z Pythagorovy véty plati 222 = 32, tedy y = V22 (2) Dosadme do (1):

V2 =a— 22
(V2+2)z=a
T (V2+2)

Obsah trojihelnika ABC je tedy a?/(2 + 4 + 4v/2) - 2 = a?/4(3 + 21/2). Celkovy obsah tedy bude
a?+4-a%/43+2v2) =a®- (14 (1/(3+2v2) = (4+2v2)/(3 4 2V2) - a?



