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�e²ení £tvrté série

Úloha 1. Dopl¬te obrázek tak, aby se v n¥m nacházela v²echna £ísla od 1 do 37 (ºádné se nesmí
opakovat) a po sob¥ jdoucí £ísla spolu sousedila stranou. Hádanka je známá jako Hidotu a více jich
m·ºete najít nap°. na stránce https://www.hidato.com.

�e²ení je pouze jedno a to následující:

Úloha 2. Najd¥te nejmen²í 11-ciferné p°irozené £íslo d¥litelné 11 s ciferným sou£tem 11.

Uºijeme pravidlo pro d¥litelnost 11 � rozdíl sou£tu cifer na lichých pozicích a sou£tu cifer na sudých
pozicích musí být d¥litelný 11. Tento rozdíl nem·ºe být 0, protoºe to je sudé £íslo, a tím pádem musí
být sou£ty lichých pozic a sudých pozic bu¤ oba liché, nebo oba sudé. K tomu dojít nem·ºe, protoºe
jejich sou£et je ciferný sou£et, coº je 11, takºe musí být jeden lichý a jeden sudý. Zbývá tedy to, ºe daný
rozdíl bude 11. To znamená, ºe bu¤ sou£et lichých pozic bude 11 a sou£et sudých pozic 0 nebo naopak.
�íslo je 11-ciferné, a první cifra musí být nenulová, coº je lichá cifra. Tím pádem bude sou£et lichých
pozic 11 a sou£et sudých pozic 0. Takºe na sudých pozicích budou pouze nuly. První cifru chceme co
nejmen²í, tedy 1. Poslední cifru zase co nejv¥t²í, tedy 9. Do sou£tu zbývá 1, kterou umístíme co nejblíº
ke konci, tedy na 9. pozici. Z toho vychází £íslo 10 000 000 109.
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Úloha 3. V pond¥lí si Fermat s Eulerem vyd¥lali peníze v pom¥ru 2:3 (Fermat:Euler), v úterý v
pom¥ru 1:3. Jaký je celkový pom¥r pen¥z, kte°í si matematici vyd¥lali dohromady za oba dva dny,
pokud pom¥r vyd¥laných pen¥z v pond¥lí a úterý je 5:4?

P°edstavme si situaci na konkrétním p°íkladu. Vyd¥lali si celkem 9 mincí, z toho 5 v pond¥lí. Z t¥chto
p¥ti mincí budou 2 díly Fermata a 3 díly Eulera - dodrºujeme pom¥r 2:3. V úterý si vyd¥lali 4 mince,
z toho 1 pro Fermata a 3 pro Eulera. Celkem si tak získal 3 mince Fermat a 6 mincí Euler, coº dává
pom¥r 1:2.

Úloha 4. Hrá£ má dv¥ ²estistranné kostky. V kaºdém tahu hodí t¥mito dv¥ma kostkami a se£te £ísla
na nich. Ke kaºdému sou£tu je p°i°azena práv¥ jedna karta A aº F, tu si hrá£ v tahu vezme. N¥které
sou£ty pak padají £ast¥ji neº jiné. P°i°a¤te ke kaºdému sou£tu práv¥ jednu z karet A aº F (n¥které
karty budou u více £ísel) tak, aby hrá£ m¥l po 144 hodech nejpravd¥podobn¥ji u sebe 8x kartu A, 12x
kartu B, 20x kartu C, 28x kartu D, 36x kartu E, 40x kartu F.
P°íklad: Pokud bychom m¥li dv¥ kostky pouze s dv¥ma st¥nami s £ísly 1 a 2, pak bychom £íslo 2 mohli
hodit práv¥ jedním zp·sobem a to, kdyº na obou kostkách bude 1, £íslo 3 m·ºeme hodit dv¥ma zp·soby:
na první kostce 1 a na druhé 2 a obrácen¥ (rozli²ujeme, která kostka je která), £íslo 4 m·ºeme hodit
op¥t jedním zp·sobem, a to kdyº na obou kostkách bude 2. Tudíº kdyº k 2 p°i°adíme kartu A, k 3 kartu
B a k 4 kartu C, pak po 144 hodech budeme mít nejpravd¥podobn¥ji 36 karet A, 72 karet B a 36 karet
C.

Kdyº se podíváme kolika zp·soby m·ºeme hodit jednotlivá £ísla 2-12 pomocí dvou kostek dostame:
2 - 1 zp·sob, 3 - 2 zp·soby, 4 - 3 zp·soby, 5 � 4 zp·soby, 6 � 5 zp·sob·, 7 � 6 zp·sob·, 8 � 5 zp·sob·,
9 � 4 zp·soby, 10 � 3 zp·soby, 11 � 2 zp·soby, 12 � 1 zp·sob.

Kdyby v ideálním p°ípad¥ padla 2 pouze jednou, znamenalo by to, ºe bylo pouze 36 pokus· (1+2+3+4
+5+6+5+4+3+2+1). Kdyby padla 2 £ty°ikrát dostaneme poºadovaných 144 hod·. Nyní spo£ítáme
kolikrát padla jednotlivá £ísla v tomto idealistickém p°ípad¥ a p°i°adíme k £ísl·m karty, tak aby to
vy²lo. 2 � 4x, 3 � 8x, 4 � 12x, 5 � 16x, 6 - 20x, 7 � 24x, 8 � 20x, 9 � 16x, 10 � 12x, 11 � 8x, 12 � 4x.
Nap°íklad karta A � 3, karta B � 4, karta C � 5, 2, karta D � 9, 11, 12, karta E � 7, 10, karta F � 8, 6.

Úloha 5. Strana AB trojúhelníku ABC je pr·m¥r kruºnice k, strana BC je pr·m¥r kruºnice l.
Kruºnice k a l se protínají ve dvou bodech, v bod¥ B a v bod¥, který ozna£íme F . Dokaºte, ºe F leºí na
p°ímce AC a ºe je patou vý²ky ke stran¥ AC. Nápov¥da: nastudujte si, co je Thaletova kruºnice

Úhel BFA je pravý, protoºe F leºí na Thaletov¥ kruºnici k s pr·m¥rem AB. Podobn¥ úhel BFC je
také pravý, protoºe leºí na Thaletov¥ kruºnici l s pr·m¥rem BC. Úhel CFA je tedy sou£et úhl· CFB a
BFC, coº je 90°+90°=180°, p°ímý úhel. Body A, F a C tedy leºí na jedné p°ímce. A jelikoº je zárove¬
BF kolmá na AC, je F patou vý²ky na stranu AC.
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Úloha 6. P°edstavme si následující nekone£ný sou£in závorek:

(1 + qx)(1 + (q2)x)(1 + (q3)x)(1 + (q4)x). . . .. = 1 + qx+ q2x+ q3x+ . . .

Vysv¥tlete, pro£ koe�cient u (qm) · (xn) udává, kolikrát umíme £íslo m napsat jako sou£et n po dvou
r·zných p°irozených £ísel. Koe�cient zna£í £íslo p°ed tímto sou£inem, nap°íklad v na²em sou£inu je
koe�cient u qx roven 1, ale nap°íklad u £ísla (12q2) · (x3) je koe�cient 12.

�e²ení je jednoduché � kdy dostaneme do celkového sou£tu £íslo qmxn? No práv¥ tehdy, kdyº spolu
vynásobíme qax · qbx · qcx... = q(a+b+c+. . . )xn, no a vzhledem k tomu, ºe x je v n-té mocnin¥ znamená
to, ºe m je rovno sou£tu n r·zných £ísel. Takºe za kaºdý sou£et n £ísel, který dají dohromady m
dostaneme v sou£tu jednou qmxn, tudíº kdyº se podíváme kolikrát jsme qmxn celkov¥ dostali bude
p°esn¥ tolikrát kolikrát umíme napsat m jako sou£et n r·zných £ísel.
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Úloha 7.

1. Kolik existuje r·zných nejkrat²ích cest p°i moºném vstupu do bludi²t¥ a výstupu z n¥j dle ²ipek
na obrázku?

2. Kolik by takových cest bylo, kdyby m¥l útvar je²t¥ dal²ích 8 °ad ²estiúhelník·?

Nápov¥da: Nastudujte si Pascal·v trojúhelník.

Úlohu lze samoz°ejm¥ vy°e²it vypsáním v²ech moºností, to by ale bylo pracné. My si ale m·ºeme
v²imnout, ºe na kaºdém rozcestí nad vrcholem kaºdého z ²estiúhelníku je p°esn¥ tolik moºností jak
se dostat z bludi²t¥, jako je jich v sou£tu dvou rozcestí, nacházejících se nad ním. Ale toto je p°esn¥
princip Pascalova trojúhelníku, na který poukazuje nápov¥da, s tím rozdílem, ºe jsou dva kone£né
výstupy z trojúhelníku, ne pouze jeden, £ímº se po£et °e²ení zdvojnásobí.

Nyní nám sta£í jen ur£it, ºe v míst¥ kaºdého východu je práv¥ jedna moºnost jak se z bludi²t¥ dostat.
Z toho plyne, ºe nad prost°edním ²estiúhelníkem t°etí °ady bude jejich sou£et, tedy 2 moºnosti cesty
ven. Obdobn¥ doplníme celý trojúhelník a dostaneme, ºe moºností pro východ ze základního bludi²t¥
je 2 * (1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1) = 64.

U druhé £ásti úlohy máme moºností o hodn¥ více, ale se znalostí jiº popsaného principu nám sta£í
se£íst £ísla na 14. °ádku Pascalova trojúhelníku.

2 ∗ (1 + 13 + 78 + 286 + 715 + 1287 + 1716 + 1716 + 1287 + 715 + 286 + 78 + 13 + 1) = 16384

V první variant¥ existuje celkem 64 r·zných nejkrat²ích cest a v té druhé 16 384.
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