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Reseni treti série

Uloha 1. Najdi alespoii jeden zpiisob, jak projit jednim tahem ndsledugici graf (tzn. projit po kazdé
hrané prdavé jednou). Zdroven vysvétli, proé jsi nemohl konéit a zacinat v jingch bodech. (Ndpovéda:
Nastudujte si eulerovskij tah)

Abychom tento graf mohli projit jednim tahem, musime najit body, do kterych vede lichy pocet
¢ar — ty totiZ musi byt nasim zafatkem a koncem, protoze jimi nemtiZeme prochazet — pfi prochézeni
po jedné c¢afe pfijdeme a po druhé odejdeme — vzdy sudy pocet car. Takové vrcholy jsou skuteéné v
nasem grafu dva — jeden bude zaatek a druhy konec.

Nyni najdéme v grafu jednu cestu z jednoho vrcholu s lichym poétem cest do druhého. Nyni budeme
pokracovat tak, ze vezmeme néjaky bod na této cesté, ktery ma jesté volné pifjezdové cesty, a udélame
cestu z ného zpatky do ného - kruh. A takto budeme pokracovat dale, dokud nezaplnime cely graf.
Cestu jednim tahem pak projdeme nésledovné - pijdeme po nasi pivodni cesté a kdyZz narazime na
néjaky bod, z kterého vede kruh, objedeme ten kruh a néasledné pokracujeme v nasi cesté, dokud
nenalezneme dalsi takovy bod. Tento zptisob prochézeni grafu vymyslel zndmy matematik Leonard
Euler jiz v roce 1736. Ale samoziejmé se da tloha vyfesit i za pomoci strategie pokus/omyl.
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Uloha 2.  Na obrdzku jsou dva shodné rovnostranné trojihelniky ABC a BED, pficemZ whel ABD
je pravy. Jakd je velikost ihlu alfa?

Za uziti fakti, ze v trojihelniku je soucet vnit¥nich dhli 180°, Ze rovnostranné trojihelniky maji
vnitini thly 60° a Ze rovnoramenny trojuhelnik m4 pii zdkladné shodné dhly, se dopocitame k velikosti
o = 105°.

Jelikoz tthel ABD je pravy a thel ABC ma 60°, thel CBD bude mit 30°. Trojahelnik CBE je
rovnoramenny, velikost ithlu CBE je 60° + 30° = 90°, a tak u zakladny CE budou oba thly 45°. Pak
« bude mit 180° — 45° — 30° = 105°.
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Uloha 3. Kolik existuje ctyrciferngjch cisel délitelngjch deviti s cifrou 5 na pozici stovek?

Pravidlo pro délitelnost deviti #ikd, ze ciferny soucet musi byt délitelny deviti. Cifru 5 uZz mame
danou, musime ji proto odeéist, takZe ciferny soucet zbyvajicich t¥i cifer musi dévat po déleni deviti
zbytek 4. Podle pravidla plati, Ze pokud né&jak vyménime ¢islice ¢isla délitelného deviti, nemé to na
délitelnost vliv. Proto nam bude stadit zjistit, kolik je t¥icifernych ¢isel davajicich zbytek po déleni
deviti 4. Tato ¢isla se budou ligit 0 9, tj. bude to jedno z deviti po sobé& jdoucich. Trojcifernych Cisel je
celkem 900. Staci tedy vydélit deviti 900+-9=100.

Uloha 4. V rovnoramenném lichobéiniku ABCD se zikladnami AB (delsi) a CD (kratsi) je u vrcholu
A dhel alfa a u vrcholu B ihel beta. Stredem isecky AB je bod S a plati, Ze ihel ASD je taktéz beta a
tdhel BSC je alfa. V jakém pomeéru jsou zdkladny lichobéiniku?

Trojuhelniky ASD a SBC jsou shodné podle véty usu, tfet{ ihel v téchto trojuhelnicich mizeme
oznadit jako . Vnitini dhel trojihelniku DSC u vrcholu S je rovnéZz ~y, nebot je doplitkem do 180°
piimého thlu. Dale kdyZ protahneme strany AD a BC do polopfimek tak, aby se protly, vznikne nam
prusecik X takovy, ze trojihelnik DCX mé vnitini thel u vrcholu D roven « (souhlasny thel s dhlem
u vrcholu A) a vnitini uhel u vrcholu C roven 5 (opét souhlasny thel s thlem u vrcholu B). Tim tedy
ale v trojuhelniku SDC dostavame hodnoty zbylych dvou vnitinich hld, nebot jde opét o doplitky do
180°, tim padem u vrcholu D je to 8 a u vrcholu C «. Tim dostavame, Ze i tento trojihelnik je shodny
s prvnimi dvéma trojuhelniky opé&t podle véty usu. A tedy délka tsecky DC = délka tsecky AS = délka
usecky SB. Cimz dostévame, ze pomér zékladen AB:CD = 2:1.

Uloha 5. Kréton a Feidippidés zdvodi na okruhu 220 m. Oba béz konstantni rychlosti, Feidippidés
bézi o 1 m/s rychleji nez Kroton. Feidippidés ale tentokrdt vystartoval o 10 sekund pozdéji neZ Kréton.
Kdyby Feidippidés bézZel opacnym smeéerem neZ Kroton, potkali by se o 20 sekund drive, neZ kdyby
Feidippidés dobihal Krotona stejngm smérem. Jakymi rychlostmi oba béZeli? (Ndpovéda: Porounejte
drdhy Krdtona a Feidippida v jednotliviich pripadech. Z jakého vzorce je mozné je vyjddiit? Zvlddnete
rozlozit kvadraticky trojclen?)

Necht v je rychlost Krotona a t je Cas, za ktery se potkali, kdyZ Feidippidés dojizdél.
$1 = 89
v-t=(v+1)-(t—10)
vt =ovt —10v 4+t —10
t=10v+ 10
s1 = 220 — s9
v (t—20)=220—(v+1)-(t—20—-10)
v+ (10v —10) =220 — (v + 1) - (10v — 20)
10v* — 10v = 220 — 10v* + 20v — 10v + 20
20v? — 20v — 240 = 0
v —0v—-12=0
(v—4)(v+3)=0

Jako Feseni dostavame v z mnoziny {—3,4}, ale jelikoz jsme na zacatku uvazovali pouze kladné
rychlosti, plati jen v = 4. Kroton tedy jede 4 m/s a Feidipiddés 5 m/s.
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Uloha 6. Kolik riznyjch rovin je urceno 2021 po dvou rizngmi body v prostoru, z nichz Zdidné 4 nelezi
v téze rovin€? (Napoveda: Kolika rizniymi body je urcena jedna rovina? Zdlezi ndm na jejich poiadi?)

Libovolné 3 body ndm uréi pravé jednu rovinu. Chceme tedy zjistit pocet v8ech neusporadanych
trojic bodt vybranych z mnoziny o 2021 bodech. Spoc¢téme nejprve uspofddané trojice, téch bude
2021 -2020- 2019, nebot po kazdém vybéru nam jeden bod odpadne. Nyni musime trojice odusporddat.
Kazdou trojici jsme totiz zapocitali pfesné 3 -2 -1 = 6 krat (zde poc¢itame obdobnym zptisobem.)
Celkovy vysledek je tak 2021 - 2020 - 2019/6 = 1373734330 = moc.

Uloha 7. Sudicky napsaly do Fddku 100 ¢isel. V kazdém dalsim kroku pripisi dalsi radek tak, Ze pod
¢islo ¢ napisi pocet vyskyti c¢isla ¢ v pFedchdzejicim Fddku. Ukazte, Ze od jistého 7ddku uz budou vSechny
rddky stejné.

Muzeme si vSimnou zajimavé véci — v kazdém dalsim radku bude pocet riznych ¢isel na tomto radku
mensi nebo roven poctu riznych ¢isel na fadku predeslém. Nikdy se nemuzete stat, Ze by na dalsim
fadku bylo najednou vice rtznych éisel.

Nyni se zamysleme, co se stane, pokud pocet riznych &isel zistane stejny jako na predeslém radku.
Znamend to, Ze kazdé ¢islo na piedeslém fadku bylo v tomto Ffadku jiny pocet krat. Tedy naptiklad
neexistovala dvé &isla, co by na predeslém Fadku byla dvakrat. To ale znamen4, Ze pokud tam napiiklad
bylo né&jaké ¢islo tfikrat, mame na nasem fadku pravé tii trojky — do dalstho fadku pod né napiSeme
opét tii trojky, protoze tam jsou tfikrat. To stejné musi platit i o ostatnich ¢&islech. Tedy, ve chvili, kdy
se pocet rtiznych ¢isel mezi dvéma po sobé jdoucimi fadky nezménil, znamen4d to, Ze tento fadek se jiz
bude opakovat do nekonecna.

A pro¢ musi nastat chvile, kdy na dvou fadcich po sob& bude stejny pocet riiznych Cisel? Protoze

pocet rtiznych ¢isel sice pofad klesa, ale nemitize klesat do nekone¢na, nejméné rtiznych ¢&isel, co miizeme
na fadku mit, je jedno éislo.



