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�e²ení t°etí série

Úloha 1. Najdi alespo¬ jeden zp·sob, jak projít jedním tahem následující graf (tzn. projít po kaºdé
hran¥ práv¥ jednou). Zárove¬ vysv¥tli, pro£ jsi nemohl kon£it a za£ínat v jiných bodech. (Nápov¥da:
Nastudujte si eulerovský tah)

Abychom tento graf mohli projít jedním tahem, musíme najít body, do kterých vede lichý po£et
£ar � ty totiº musí být na²ím za£átkem a koncem, protoºe jimi nem·ºeme procházet � p°i procházení
po jedné £á°e p°ijdeme a po druhé odejdeme � vºdy sudý po£et £ar. Takové vrcholy jsou skute£n¥ v
na²em grafu dva � jeden bude za£átek a druhý konec.

Nyní najd¥me v grafu jednu cestu z jednoho vrcholu s lichým po£tem cest do druhého. Nyní budeme
pokra£ovat tak, ºe vezmeme n¥jaký bod na této cest¥, který má je²t¥ volné p°íjezdové cesty, a ud¥láme
cestu z n¥ho zpátky do n¥ho - kruh. A takto budeme pokra£ovat dále, dokud nezaplníme celý graf.
Cestu jedním tahem pak projdeme následovn¥ - p·jdeme po na²í p·vodní cest¥ a kdyº narazíme na
n¥jaký bod, z kterého vede kruh, objedeme ten kruh a následn¥ pokra£ujeme v na²í cest¥, dokud
nenalezneme dal²í takový bod. Tento zp·sob procházení grafu vymyslel známý matematik Leonard
Euler jiº v roce 1736. Ale samoz°ejm¥ se dá úloha vy°e²it i za pomoci strategie pokus/omyl.
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Úloha 2. Na obrázku jsou dva shodné rovnostranné trojúhelníky ABC a BED, p°i£emº úhel ABD
je pravý. Jaká je velikost úhlu alfa?

Za uºití fakt·, ºe v trojúhelníku je sou£et vnit°ních úhl· 180◦, ºe rovnostranné trojúhelníky mají
vnit°ní úhly 60◦ a ºe rovnoramenný trojúhelník má p°i základn¥ shodné úhly, se dopo£ítáme k velikosti
α = 105◦.

Jelikoº úhel ABD je pravý a úhel ABC má 60◦, úhel CBD bude mít 30◦. Trojúhelník CBE je
rovnoramenný, velikost úhlu CBE je 60◦ + 30◦ = 90◦, a tak u základny CE budou oba úhly 45◦. Pak
α bude mít 180◦ − 45◦ − 30◦ = 105◦.
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Úloha 3. Kolik existuje £ty°ciferných £ísel d¥litelných devíti s cifrou 5 na pozici stovek?

Pravidlo pro d¥litelnost devíti °íká, ºe ciferný sou£et musí být d¥litelný devíti. Cifru 5 uº máme
danou, musíme ji proto ode£íst, takºe ciferný sou£et zbývajících t°í cifer musí dávat po d¥lení devíti
zbytek 4. Podle pravidla platí, ºe pokud n¥jak vym¥níme £íslice £ísla d¥litelného devíti, nemá to na
d¥litelnost vliv. Proto nám bude sta£it zjistit, kolik je t°íciferných £ísel dávajících zbytek po d¥lení
devíti 4. Tato £ísla se budou li²it o 9, tj. bude to jedno z devíti po sob¥ jdoucích. Trojciferných £ísel je
celkem 900. Sta£í tedy vyd¥lit devíti 900ö9=100.

Úloha 4. V rovnoramenném lichob¥ºníku ABCD se základnami AB (del²í) a CD (krat²í) je u vrcholu
A úhel alfa a u vrcholu B úhel beta. St°edem úse£ky AB je bod S a platí, ºe úhel ASD je taktéº beta a
úhel BSC je alfa. V jakém pom¥ru jsou základny lichob¥ºníku?

Trojúhelníky ASD a SBC jsou shodné podle v¥ty usu, t°etí úhel v t¥chto trojúhelnících m·ºeme
ozna£it jako γ. Vnit°ní úhel trojúhelníku DSC u vrcholu S je rovn¥º γ, nebo´ je dopl¬kem do 180°
p°ímého úhlu. Dále kdyº protáhneme strany AD a BC do polop°ímek tak, aby se protly, vznikne nám
pr·se£ík X takový, ºe trojúhelník DCX má vnit°ní úhel u vrcholu D roven α (souhlasný úhel s úhlem
u vrcholu A) a vnit°ní úhel u vrcholu C roven β (op¥t souhlasný úhel s úhlem u vrcholu B). Tím tedy
ale v trojúhelníku SDC dostáváme hodnoty zbylých dvou vnit°ních úhl·, nebo´ jde op¥t o dopl¬ky do
180°, tím pádem u vrcholu D je to β a u vrcholu C α. Tím dostáváme, ºe i tento trojúhelník je shodný
s prvními dv¥ma trojúhelníky op¥t podle v¥ty usu. A tedy délka úse£ky DC = délka úse£ky AS = délka
úse£ky SB. �ímº dostáváme, ºe pom¥r základen AB:CD = 2:1.

Úloha 5. Krótón a Feidippidés závodí na okruhu 220 m. Oba b¥ºí konstantní rychlostí, Feidippidés
b¥ºí o 1 m/s rychleji neº Krótón. Feidippidés ale tentokrát vystartoval o 10 sekund pozd¥ji neº Krótón.
Kdyby Feidippidés b¥ºel opa£ným sm¥rem neº Krótón, potkali by se o 20 sekund d°íve, neº kdyby
Feidippidés dobíhal Krótóna stejným sm¥rem. Jakými rychlostmi oba b¥ºeli? (Nápov¥da: Porovnejte
dráhy Krótóna a Feidippida v jednotlivých p°ípadech. Z jakého vzorce je moºné je vyjád°it? Zvládnete
rozloºit kvadratický troj£len?)

Nech´ v je rychlost Krotona a t je £as, za který se potkali, kdyº Feidippidés dojíºd¥l.

s1 = s2

v · t = (v + 1) · (t− 10)

vt = vt− 10v + t− 10

t = 10v + 10

s1 = 220− s2
v · (t− 20) = 220− (v + 1) · (t− 20− 10)

v · (10v − 10) = 220− (v + 1) · (10v − 20)

10v2 − 10v = 220− 10v2 + 20v − 10v + 20

20v2 − 20v − 240 = 0

v2 − v − 12 = 0

(v − 4)(v + 3) = 0

Jako °e²ení dostáváme v z mnoºiny {−3, 4}, ale jelikoº jsme na za£átku uvaºovali pouze kladné
rychlosti, platí jen v = 4. Krótón tedy jede 4 m/s a Feidipiddés 5 m/s.
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Úloha 6. Kolik r·zných rovin je ur£eno 2021 po dvou r·znými body v prostoru, z nichº ºádné 4 neleºí
v téºe rovin¥? (Nápov¥da: Kolika r·znými body je ur£ena jedna rovina? Záleºí nám na jejich po°adí?)

Libovolné 3 body nám ur£í práv¥ jednu rovinu. Chceme tedy zjistit po£et v²ech neuspo°ádaných
trojic bod· vybraných z mnoºiny o 2021 bodech. Spo£t¥me nejprve uspo°ádané trojice, t¥ch bude
2021 · 2020 · 2019, nebo´ po kaºdém výb¥ru nám jeden bod odpadne. Nyní musíme trojice oduspo°ádat.
Kaºdou trojici jsme totiº zapo£ítali p°esn¥ 3 · 2 · 1 = 6 krát (zde po£ítáme obdobným zp·sobem.)
Celkový výsledek je tak 2021 · 2020 · 2019/6 = 1373734330 = moc.

Úloha 7. Sudi£ky napsaly do °ádku 100 £ísel. V kaºdém dal²ím kroku p°ipí²í dal²í °ádek tak, ºe pod
£íslo c napí²í po£et výskyt· £ísla c v p°edcházejícím °ádku. Ukaºte, ºe od jistého °ádku uº budou v²echny
°ádky stejné.

M·ºeme si v²imnou zajímavé v¥ci � v kaºdém dal²ím °ádku bude po£et r·zných £ísel na tomto °ádku
men²í nebo roven po£tu r·zných £ísel na °ádku p°ede²lém. Nikdy se nem·ºete stát, ºe by na dal²ím
°ádku bylo najednou více r·zných £ísel.

Nyní se zamysleme, co se stane, pokud po£et r·zných £ísel z·stane stejný jako na p°ede²lém °ádku.
Znamená to, ºe kaºdé £íslo na p°ede²lém °ádku bylo v tomto °ádku jiný po£et krát. Tedy nap°íklad
neexistovala dv¥ £ísla, co by na p°ede²lém °ádku byla dvakrát. To ale znamená, ºe pokud tam nap°íklad
bylo n¥jaké £íslo t°ikrát, máme na na²em °ádku práv¥ t°i trojky � do dal²ího °ádku pod n¥ napí²eme
op¥t t°i trojky, protoºe tam jsou t°ikrát. To stejné musí platit i o ostatních £íslech. Tedy, ve chvíli, kdy
se po£et r·zných £ísel mezi dv¥ma po sob¥ jdoucími °ádky nezm¥nil, znamená to, ºe tento °ádek se jiº
bude opakovat do nekone£na.

A pro£ musí nastat chvíle, kdy na dvou °ádcích po sob¥ bude stejný po£et r·zných £ísel? Protoºe
po£et r·zných £ísel sice po°ád klesá, ale nem·ºe klesat do nekone£na, nejmén¥ r·zných £ísel, co m·ºeme
na °ádku mít, je jedno £íslo.
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