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�e²ení druhé série

Úloha 1. Vybarv¥te n¥která polí£ka v tabulce tak, aby £ísla vºdy ozna£ovala po£et sousedících vybarve-
ných polí£ek ve skupinách v jednotlivých °ádcích a sloupcích. Mezi jednotlivými skupinkami vybarvených
polí£ek je vºdy alespo¬ jedno nevybarvené.

�e²ení je pouze jedno, a to následující:

Úloha 2. Konfucius se snaºí rozd¥lit dev¥t d¥tí s celo£íselnými v¥ky 6�14 let. Kaºdé dv¥ d¥ti mají
r·zný v¥k. Chce je rozd¥lit do dvou skupinek tak, aby sou£in sou£tu v¥k· v²ech d¥tí v první skupince a
sou£tu v¥k· v²ech d¥tí v druhé skupince byl roven 2021. Kolika zp·soby to m·ºe ud¥lat?

Rozklad 2021 na prvo£ísla je 2021 = 43 · 47. Nutn¥ tedy v jedné skupince musí být sou£et 43 a
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ve druhé 47. Samoz°ejm¥ není moºné mít skupinky s v¥ky 1 a 2021. A jinými zp·soby sou£in 2021
nedostaneme.

Pokud by jich ve skupince se sou£tem v¥k· 43 bylo 5, mají 3 moºnosti, jak se rozd¥lit (ve skupince 43
by byli: 6,7,8,9,13; 6,7,8,10,12; 6,7,9,10,11), pokud by tam byli 4, mají 9 moºností (14,13,10,6; 14,13,9,7;
14,12,11,6; 14,12,10,7; 14,12,9,8; 14,11,10,8; 13,12,11,7; 13,12,10,8; 13,11,10,9).

Více neº 5 ani mén¥ neº 4 jich být nem·ºe, protoºe sou£et ²esti moºných nejmlad²ích d¥tí je v¥t²í
neº 43 (6+7+8+9+10+11 = 51) a sou£et t°í moºných nejstar²ích d¥tí je men²í neº 43 (14+13+12 =
39). Celkov¥ tedy 12 moºností.

Úloha 3. Ikaros, Thes a Sókratés hrají hru o ²esti kolech. Hází kostkou a p°edtím tipují, co padne.
V²echna £ísla krom¥ £ísla 6 padla b¥hem hry na kostce alespo¬ jednou. Ikaros tipoval postupn¥ £ísla 1,
2, 3, 4, 5, 6 a tre�l se pouze v 1. kole. Thes tipnul v 1. kole 6 a potom tipoval to, co padlo na kostce
v p°edchozím kole. Tre�l se pouze v 5. kole. Sókratés tipoval po°ád to stejné £íslo a tre�l se pouze ve
3. kole. Ve 3. kole tipnuli Ikaros a Thes stejné £íslo. V 5. kole tipnuli Ikaros a Sókratés r·zná £ísla.
Zjist¥te, co padlo na kostce v kaºdém kole a jaké £íslo tipoval Sókratés.

Napí²eme si tabulku, kterou budeme postupn¥ dopl¬ovat. Víme p°esn¥, co tipoval Ikaros ve v²ech
kolech a co Thes v 1. kole. Ikaros se tre�l v prvním kole, takºe víme, ºe v 1. kole padlo £íslo 1. Toto také
Thes tipnul ve 2. kole (kopíruje kostku). Dále víme, ºe Thes ve 3. kole tipnul to, co Ikaros, tedy £íslo
3. Tím pádem i víme, ºe ve 2. kole padlo také £íslo 3. Pokud padlo ve 4. kole £íslo T, tipnul ho Thes v
5. kole, kde padlo op¥t toto T, protoºe se Thes tre�l, a také ho tedy tipoval i v 6. kole. Sókratovo £íslo
ozna£íme S a budeme v¥d¥t, ºe S padlo ve 3. kole (Sókratés se tre�l), tím pádem ho také Thes tipnul
ve 4. kole. �íslo, které padlo na kostce v 6. kole ozna£íme Z.

Na základ¥ toho, ºe v²echna £ísla krom¥ 6 padla alespo¬ jednou, musela padnout 1, 2, 3, 4, 5 a práv¥
jedno z nich dvakrát. Jedni£ku a trojku jsme jiº odhalili. Dále víme, ºe £íslo T se v hodech opakuje,
takºe práv¥ to bude pouºito dvakrát. Tím pádem S musí být od n¥j r·zné a Z bude je²t¥ jiné. Mezi
£ísla T, S a Z se rozd¥lí zbývající £ísla 2, 4 a 5.

T nesmí být 4 ani 5, protoºe by se jinak ve 4. i 5. kole Ikaros tre�l, coº ale není pravda. Bude to
tedy 2. Na S zbývá 4 a 5. Ze zadání ale víme, ºe v 5. kole tipnuli Ikaros a Sókratés r·zná £ísla, takºe
Sókratés netipnul £íslo 5, a musel tedy tipovat £íslo 4, je to tedy ono T. Na Z pak zbývá £íslo 5.

Odpov¥di tedy jsou, ºe padala postupn¥ £ísla 1, 3, 4, 2, 2 a 5 a ºe Sókratés tipoval £íslo 4.
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Úloha 4. Kryptex se otevírá £ty°místným kódem z £íslic od 1 do 9 tak, ºe jeho ciferný sou£in je
d¥litelný kaºdým z jednociferných p°irozených £ísel. Kolik takových kód· existuje?

Jednociferná prvo£ísla jsou 2, 3, 5, 7, z £ehoº plyne, ºe v kódu musí být na jednom míst¥ 5 a na
jiném 7, nebo´ jinak by ciferný sou£in nemohl být t¥mito prvo£ísly d¥litelný. Dále projd¥me zbývající
£ísla. Na jednom ze dvou zbývajících míst bude

2: pak pot°ebujeme doplnit je²t¥ 2 · 2 · 3 · 3 > 9

3: pak pot°ebujeme doplnit je²t¥ 2 · 2 · 2 · 3 > 9

4: pak pot°ebujeme doplnit je²t¥ 2 · 3 · 3 > 9

6: pak pot°ebujeme doplnit je²t¥ 2 · 2 · 3 > 9

Zbývají nám tedy pouze 8 a 9 a ty tam z°ejm¥ musí být ob¥ zárove¬.

Neuspo°ádanou £tve°ici 5,7,8,9 s ciferným sou£inem 23 · 32 · 5 · 7 = 2520 te¤ musíme uspo°ádat.
Jelikoº £íslice jsou po dvou r·zné, vysta£íme si s po£tem v²ech permutací, tedy r·zných p°eskupení,
£ty°prvkové mnoºiny, který je roven 4! = 4 · 3 · 2 = 24. Jsme v cíli.

Úloha 5. M¥jme pravidelný n-úhelník vepsaný do kruºnice, kde n = 2i (i je p°irozené £íslo v¥t²í nebo
rovno dv¥ma). Dokaºte, ºe pro v¥t²í n bude mít n-úhelník i v¥t²í obsah.

Zvy²ováním i o jedna dostáváme posloupnost n tvo°enou mocninami dvojky (2, 4, 8, . . . ). Sta£í nám
tedy dokázat, ºe kdyº vytvo°íme 2n-úhelník, bude jeho obsah v¥t²í neº u n-úhelníku.

Kdyº do kruºnice vepí²eme pravidelný n-úhelník, znamená to, ºe jeho n vrchol· se pravideln¥ rozmístí
po kruºnici (tj. mezi sousedními bude vºdy stejná vzdálenost). Pravidelný 2n-úhelník vytvo°íme tak,
ºe na kruºnici mezi kaºdé dva stávající body n-úhelníku vepí²eme jeden bod, který bude mít od obou
p·vodních stejnou vzdálenost. Tyto t°i body neleºí na p°ímce, budou tedy vºdy vytvá°et trojúhelník,
který má nenulový obsah. T¥chto n trojúhelníku bude mít nulový pr·nik s p·vodním n-úhelníkem a
sou£et jejich obsah· a obsahu tohoto n-úhelníku bude dávat obsah 2n-úhelníku. Z toho vyplývá, ºe
obsah 2n-úhelníku bude vºdy v¥t²í neº obsah n-úhelníku. D·kaz je hotov.

Úloha 6. Ikaros m¥l 100 ºárovek a k nim sto p°epína£·. Kdyº zmá£kl první p°epína£, tak zm¥nil
stav (z vypnuté na zapnutou £i naopak) kaºdé ºárovky. Kdyº zmá£kl druhý p°epína£, tak zm¥nil stav
kaºdé druhé ºárovky (2.,4.,6.,. . . ). Kdyº zmá£kl t°etí p°epína£, tak zm¥nil stav kaºdé t°etí ºárovky
(3.,6.,9.,. . . ), atd. Na za£átku byly v²echny ºárovky zhasnuté. Kolik z nich by bylo rozsvíceno po zmá£k-
nutí v²ech sto p°epína£·?

Ozna£me si ºárovky £ísly od 1 do 100. Stav ºárovky pak záleºí na po£tu p°irozených d¥litel· jejího
£ísla, tolik bude totiº p°epína£·, co ovlivní tuto ºárovku. Pokud bude po£et d¥litel· sudý, ºárovka
z·stane vypnutá. Pokud bude po£et d¥litel lichý, ºárovka bude zapnutá. Zvolme si libovolné £íslo n
(n ∈< 1, 100 >) a nech´ a je jeho d¥litelem. Pak logicky existuje d¥litel b = n

a , který také d¥lí £íslo n.
D¥litelé by tedy m¥li p°icházet po dvojicích. Tak tomu není ale pouze v p°ípad¥, kdyº b = a (stejný
d¥litel zapo£ítáme pouze jednou). Coº znamená, ºe n = a2, tedy n je mocninou n¥jakého p°irozeného
£ísla. Zapnuté proto z·stanou jen ºárovky, jejichº £íslo je druhou mocninou p°irozeného £ísla, takových
£ísel v intervalu < 1, 100 > je práv¥ deset, 12 = 1 aº 102 = 100.

Úloha 7. V trojúhelníku ABC je D pata vý²ky na stranu c. Tato vý²ka d¥lí obsah trojúhelníka v
pom¥ru 3:1 (platí AD < DB). St°edy stran a, b jsou popo°ad¥ E,F . Pr·se£ík EF a CD ozna£me G.
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Trojúhelník FGC má obsah 5 cm2. Jaký je obsah trojúhelníku ABC?

1) EF je st°ední p°í£ka v trojúhelníku ABC. Znamená to, ºe je rovnob¥ºná s AB, má polovi£ní
délku a protíná vý²ku na stranu c v její polovin¥. Platí tedy | GC |= 1

2 · | DC |.

2) Pokud DC d¥lí obsah trojúhelníku ABC v pom¥ru 1 : 3, musí v tomto pom¥ru d¥lit i stranu AB,
protoºe obsah je ovlivn¥n pouze stranou a vý²kou na ni a v tomto p°ípad¥ je vý²ka trojúhelník· ABC,
ADC a DBC stejná. Platí tedy | AD |= 1

4 · | AB |.
3) Bod F je st°edem strany AC ze zadání a z bodu 1) víme, ºe G je st°edem strany DC. Úse£ka FG

je tedy st°ední p°í£kou v trojúhelníku ADC. Díky tomu víme, ºe FG má polovinu délky AD. Spole£n¥
s bodem 2) vychází | FG |= 1

8 · | AB |.
4)DC je vý²ka a FE je st°ední p°í£ka, jsou tedy na sebe kolmé. Díky tomu získáme obsah trojúhelníku

FGC snadno vynásobením délek FG a GC a vyd¥lením dv¥ma. Porovnáme obsahy trojúhelník· ABC
a FGC:

SABC =
| AB | · | DC |

2

SFGC =
| FG | · | GC |

2
=

(18 · | AB |) · (
1
2 · | DC |)

2
=

1

16
· SABC .

Zji²´ujeme, ºe trojúhelník FGC má ²estnáctinu obsahu trojúhelníku ABC. Pokud má FGC obsah
5 cm2, obsah ABC je 16 · 5=80 cm2.
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