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ReSeni druhé série

Uloha 1. Vybarvéte nékterd policka v tabulce tak, aby ¢isla vidy oznacovala pocet sousedicich vybarve-
nijch policek ve skupindch v jednotlivijch Fddcich a sloupcich. Mezi jednotlivimi skupinkami vybarvenich
policek je vZdy alespori jedno nevybarvené.
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Reseni je pouze jedno, a to nasledujici:

Uloha 2.  Konfucius se snazi rozdélit devet déti s celociselnymi véky 6-14 let. Kazdé dve déti magi
riznyg vek. Chee je rozdélit do dvou skupinek tak, aby soucin souctu vékd vsech déti v prund skupince a
souctu veéki vsech déti v druhé skupince byl roven 2021. Kolika zpiisoby to miiZe udélat?

Rozklad 2021 na prvodisla je 2021 = 43 - 47. Nutné tedy v jedné skupince musi byt soucet 43 a
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ve druhé 47. Samoziejmé neni mozné mit skupinky s véky 1 a 2021. A jinymi zpisoby souc¢in 2021
nedostaneme.

Pokud by jich ve skupince se sou¢tem vékt 43 bylo 5, maji 3 moznosti, jak se rozdélit (ve skupince 43
by byli: 6,7,8,9,13; 6,7,8,10,12; 6,7,9,10,11), pokud by tam byli 4, maji 9 moznosti (14,13,10,6; 14,13,9,7;
14,12,11,6; 14,12,10,7; 14,12,9,8; 14,11,10,8; 13,12,11,7; 13,12,10,8; 13,11,10,9).

Vice nez 5 ani méné nez 4 jich byt nemize, protoze soucet Sesti moznych nejmladsich déti je vétsi
nez 43 (6+7+8+9-+10+11 = 51) a soucet t¥1 moznych nejstargich déti je mensi nez 43 (14+13+12 =
39). Celkové tedy 12 moznosti.

Uloha 3. [Tkaros, Thes a Sokratés hraji hru o Sesti kolech. Hdzi kostkou a pFedtim tipuji, co padne.
Vsechna ¢isla kromé ¢isla 6 padla béhem hry na kostce alespoti jednou. Ikaros tipoval postupné ¢isla 1,
2,8, 4,5, 6 a trefil se pouze v 1. kole. Thes tipnul v 1. kole 6 a potom tipoval to, co padlo na kostce
v predchozim kole. Trefil se pouze v 5. kole. Sdkratés tipoval povdd to stejné cislo a trefil se pouze ve
3. kole. Ve 3. kole tipnuli Tkaros a Thes stejné cislo. V 5. kole tipnuli Ikaros a Sdékratés riznd ¢isla.
Zjistéte, co padlo na kostce v kaZdém kole a jaké cislo tipoval Sokratés.

Napiseme si tabulku, kterou budeme postupné doplhovat. Vime piesné, co tipoval lkaros ve vSech
kolech a co Thes v 1. kole. Tkaros se trefil v prvnim kole, takze vime, ze v 1. kole padlo ¢islo 1. Toto také
Thes tipnul ve 2. kole (kopiruje kostku). Déle vime, ze Thes ve 3. kole tipnul to, co Tkaros, tedy &islo
3. Tim padem i vime, ze ve 2. kole padlo také ¢islo 3. Pokud padlo ve 4. kole ¢islo T, tipnul ho Thes v
5. kole, kde padlo opét toto T, protoze se Thes trefil, a také ho tedy tipoval i v 6. kole. Sokratovo ¢islo
oznaCime S a budeme védét, ze S padlo ve 3. kole (Sokratés se trefil), tim padem ho také Thes tipnul
ve 4. kole. Cislo, které padlo na kostce v 6. kole oznacéime Z.

kolo 1.12.]3. |4.]5.]6.
kostka 1 |13 |S|T|\T|Z
Ikaros 1 |23 |4]5]6
Thes 6 |1 |3 |S|T|T
Sokratés | S |S |S |S[S|S

Na zakladé toho, Ze vSechna ¢isla kromé 6 padla alesponi jednou, musela padnout 1, 2, 3, 4, 5 a pravé
jedno z nich dvakrat. Jednic¢ku a trojku jsme jiz odhalili. Dale vime, ze &slo T se v hodech opakuje,

¢isla T, S a Z se rozd@li zbyvajici ¢isla 2, 4 a 5.

T nesmi byt 4 ani 5, protoZe by se jinak ve 4. i 5. kole Ikaros trefil, coz ale neni pravda. Bude to
tedy 2. Na S zbyva 4 a 5. Ze zadani ale vime, Ze v 5. kole tipnuli Ikaros a Sékratés rizna ¢isla, takze
Sékratés netipnul Eslo 5, a musel tedy tipovat Cislo 4, je to tedy ono T. Na Z pak zbyva ¢islo 5.

kolo 1.12.13.|4.|5 ]|6.
kostka 1 1314121215
Ikaros 1 (213 |4]|5]6
Thes 6 |1 [3 141212
Sokratés |4 |4 |4 |4 |4 |4

Odpovédi tedy jsou, ze padala postupné ¢isla 1, 3, 4, 2, 2 a 5 a ze SoOkratés tipoval ¢islo 4.
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Uloha 4. Kryptex se otevird ctyFmistnym kédem z cislic od 1 do 9 tak, Ze jeho ciferny soucin je
délitelny kazZdym z jednocifernijch prirozenijch cisel. Kolik takovych kédi existuje?

Jednocifernéd prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, z ¢ehoz plyne, Ze v kddu mus{ byt na jednom misté 5 a na
jiném 7. nebot jinak by ciferny sou¢in nemohl byt témito prvocisly délitelny. Déle projdéme zbyvajici
¢isla. Na jednom ze dvou zbyvajicich mist bude

2: pak potfebujeme doplnit jesté 2-2-3-3 > 9

3: pak potfebujeme doplnit jesté 2-2-2-3 > 9

4: pak potfebujeme doplnit jesté 2-3-3 > 9

6: pak potfebujeme doplnit jesté 2-2-3 > 9

Zbyvaji nam tedy pouze 8 a 9 a ty tam zfejmé& musi byt obé zaroven.

Neuspotadanou &tvefici 5,7,8,9 s cifernym soucinem 23 - 32 - 5.7 = 2520 ted musime uspofadat.
Jelikoz ¢islice jsou po dvou rizné, vystacéime si s poctem vSech permutaci, tedy ridznych pieskupeni,
Ctyiprvkové mnoziny, ktery je roven 4! =4 -3 -2 = 24, Jsme v cili.

Uloha 5. Méjme pravidelny n-ihelnik vepsany do kruznice, kde n = 2° (i je pfirozené ¢islo vétsi nebo
rovno dvéma). Dokazte, Ze pro vetsi n bude mit n-ihelnik i vétsi obsah.

Zvysovanim i o jedna dostavame posloupnost n tvofenou mocninami dvojky (2, 4, 8, ...). Stadi nam
tedy dokézat, ze kdyz vytvoiime 2n-idhelnik, bude jeho obsah vétsi nez u n-thelniku.

Kdyz do kruznice vepiSeme pravidelny n-thelnik, znamena to, Ze jeho n vrcholt se pravidelné rozmisti
po kruznici (tj. mezi sousednimi bude vzdy stejna vzdalenost). Pravidelny 2n-thelnik vytvoiime tak,
7e na kruznici mezi kazdé dva stavajici body n-thelniku vepiSeme jeden bod, ktery bude mit od obou
ptvodnich stejnou vzdalenost. Tyto tfi body nelez{ na piimce, budou tedy vzdy vytvaret trojuhelnik,
ktery méa nenulovy obsah. Téchto n trojahelniku bude mit nulovy prinik s ptivodnim n-thelnikem a
soucet jejich obsahil a obsahu tohoto n-thelnfku bude davat obsah 2n-thelniku. Z toho vyplyva, Ze
obsah 2n-thelniku bude vzdy vétsi nez obsah n-thelniku. Dikaz je hotov.

Uloha 6. Ikaros mel 100 Zdrovek a k nim sto prepinaci. Kdyz zmdckl proni prepinac, tak zménil
stav (z vypnuté na zapnutou ¢ naopak) kazdé Zirovky. Kdyz zmdckl druhyg piepinaé, tak zmeénil stav
kazdé druhé Zdrovky (2.,4.,6.,...). Kdyz zmdckl tieti prepinac, tak zménil stav kaZdé tieti Zdarovky
(8.,6.,9.,... ), atd. Na zacdtku byly vsechny Zdrovky zhasnuté. Kolik z nich by bylo rozsviceno po zmdck-
nut? viech sto prepinaci?

Oznacme si zarovky ¢isly od 1 do 100. Stav zarovky pak zaleZi na poctu pfirozenych délitelt jejiho
¢isla, tolik bude totiz pFepinaci, co ovlivni tuto zZarovku. Pokud bude pocet délitelti sudy, zérovka
zustane vypnutd. Pokud bude pocet délitel lichy, zarovka bude zapnuta. Zvolme si libovolné &islo n
(n €< 1,100 >) a necht a je jeho délitelem. Pak logicky existuje délitel b = 2, ktery také déli ¢islo n.
Délitelé by tedy méli pfichazet po dvojicich. Tak tomu neni ale pouze v p¥ipadé, kdyz b = a (stejny
délitel zapocitame pouze jednou). Coz znamend, 7e n = a2, tedy n je mocninou né&jakého pfirozeného
¢isla. Zapnuté proto zlistanou jen zarovky, jejichz ¢islo je druhou mocninou pfirozeného ¢isla, takovych
¢isel v intervalu < 1,100 > je pravé deset, 12 = 1 az 10% = 100.

Uloha 7. V trojihelniku ABC je D pata visky na stranu c. Tato vyska déli obsah trojihelnika v
pomeéry 3:1 (plati AD < DB). Stredy stran a,b jsou poporadé E, F. Prisecik EF a CD oznaéme G.
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Trojithelnik FGC md obsah 5 cm?. Jakij je obsah trojihelniku ABC?

1) EF je stfedni pficka v trojuhelniku ABC. Znamena to, Ze je rovnobézna s AB, méa polovi¢ni
délku a protind vygku na stranu c¢ v jeji poloviné. Plati tedy | GC |= §- | DC'|.

tlp
[w]

2) Pokud DC' dé&li obsah trojuhelniku ABC' v poméru 1 : 3, musi v tomto poméru délit i stranu AB,

protoZe obsah je ovlivnén pouze stranou a vy$kou na ni a v tomto pFipadé je vygka trojuhelnika ABC,
ADC a DBC stejna. Plati tedy | AD |= 1. | AB |.

3) Bod F je stfedem strany AC ze zadani a z bodu 1) vime, 7ze G je stiedem strany DC'. Usecka FG
je tedy stiedni p¥ickou v trojuhelniku ADC. Diky tomu vime, Ze F'G ma polovinu délky AD. Spoleéné
s bodem 2) vychazi | FG |= §- | AB |.

4) DC je vyska a F'E je stfedni pficka, jsou tedy na sebe kolmé. Diky tomu ziskdme obsah trojuhelniku
FGC snadno vynasobenim délek F'G a GC a vydélenim dvéma. Porovname obsahy trojihelnika ABC
a FGC:
| AB |- | DC |

2
_1FGI-GO| _ (#1ABD-(GIDC]) 1
2 2 16 AP

Zjistujeme, ze trojuhelnik FFGC' mé Sestnactinu obsahu trojihelniku ABC. Pokud ma FGC' obsah

5 em?, obsah ABC je 16 - 5=80 cm?.

Sapc =

Srac



