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Budiky jsou jiz od pradavna zradné stvoreni. Staci je jen o nékolik setin Spatné na-
tahnout a uz mate padesatiprocentni Sanci, ze se vzbudite pozdé. V pripadé budikt je
nékolikanasobna kontrola nutnou zalezitosti. Smiila, ze pfedchoziho vecera byl Bonifac ze
svého nedobrovolného vyletu natolik vycerpany, Ze na tohle pravidlo zapomnél.

Uloha 0. Vymyslete o Bonificovi anekdotu s matematickou tématikou.

A jeho spéanek byl tak tvrdy (zdal se mu totiZ blazeny sen o tom, jak se svymi sourozenci
Pankréacem a Servacem vyrlstali za Sedmero vzorci), Ze ani nezpozoroval, Ze se nékdo
dobyva do jeho domu.

Uloha 1. T¥ komdri hrdli karty. Nejprve prohrdl proni a dal druhému i tretimu tolik
dukatu, kolik zrovna u sebe meli. Pak prohral druhy a dal pronimu a tretimu tolik diukdti,
kolik u sebe v ten okamZik meli. Obdobné nakonec prohrdl treti a dal prunimu a druhému
tolik dukati, kolik jich jiZz meli. Na konci mél kaZdy z nich 24 dukdtu. Kolik mél ktery z
nich na zacdtku hry?

Kdyz si uvédomil, ze slysi zvuky, bylo jiz za pét minut dvanéct, jak se fika. Okamzité
vystfelil z odmocniny, tak bleskové, ze vSechny nacechrané kruznice pod jeho hlavickou se
rozkutalely po celé mistnosti. Konstantni rychlosti se hrnul k bezpec¢nostnimu trezoru a z
rozespalosti se jen stézi stihal soustiedit na kod, ktery bylo nutno zadat.

Uloha 2. Na obrdzku mdte pocetni priklad posklddany ze sirek. Premistéte jednu sirku tak,
aby platila rovnost (znaménko rovnd se musi zistat zachovdno).

X V=

Nakonec se mu to povedlo v momenté, kdy uz nékdo otviral dvefe jeho podkrovi. Az
ted, ackoliv jesté napil spici, si zacal uvédomovat, Ze neni mozné, aby se do jeho pokoje
nékdo dostal. Kéd na hlavnich dverich nebyl o moc jednodussi, nez kéd u trezoru. Ménil
se podle nalady a sam Bonifac mél jiz né€kolikrat problém sam jej vytesit.

Uloha 3. Dopliite do schématu ¢isla tak, aby soucet ¢isel v kaZdém Fddku sloupci i na obou
hlavnich diagonaldch byl stejny.
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Ten nékdo, kdo se sem dostal musel byt v matematice na podobné trovni jako on sam. V
tu samou chvili, co o tom uvazoval, mu vsak doslo, zZe slysi povédomy hlas. Pritiskl se blize
ke dverim trezoru. ,,Racte dale, mademoiselle.“ No ano. Byl to prece bod S. Ten zdanlivé
vérny bod S, strazce vSech jeho kruznic, ktery jej vzdy podporoval. A ted se ukazal jako
zradce. ,Lieu étrange,“ prohlasila osoba, co pravé vstoupila. Bonifac umél dobte fecky,
jak by ne, kdyz spousta jeho ptatel, jako tfeba Pythagoras, postavili zakladni kameny
jeho matematického svéta, ale jak prislo na jiné jazyky, ani jeho matematické prirucky
nebyly tak mocné, aby si poradily. Takze jeho ,navstéva“ nejspis do svéta prirodnich véd
zabrousila jen cistou nahodou. A kdyby nebylo toho pitomce S, ani by neméla Sanci se
dostat Bonifacovi do jeho reviru. V tom ho ale néco napadlo. Nahmatal valec, ktery si
zde schovaval na pocitani objemt, pak vsi silou oteviel dvefe trezoru, rozbéhl se a prastil
prichozi po hlavé. S na néj celou dobu jen vydésené civél. Kdyz si uvédomil, ktera bije,
couvnul a utekl pry¢. Bonifac se ani neobtézoval jej nasledovat a se zvédavosti si prohlizel
osobu, co vypadala jako mala Eiffelovka s baretem. Dlouho se nerozmyslel, strhl ze stény
kulatou zavorku a osobu v bezvédomi svazal. V tu ranu znovu usnul vycerpanim. Zdal se
mu kratky sen.

Uloha 4.

a) Najdéte vsechny dvojice celych cisel a, b, tak, aby spliiovaly rovnice
a+b=>5,
a-b=-24

b) Reste rovnici:

V-8+vVr-4=2

(Zdkiim 6. a 7. trid zdkladnich $kol a odpovidagicich rocéniki viceletyich gymndzii bude
zapocitan lepsi z prikladi a), b); Zikim 8. a 9. trid zdakladnich $kol a odpovidajicim rocéni-
kim wviceletych gymndzii bude zapocitan pouze priklad b).)

Ani druhé probuzeni nebylo nikterak prijemné. Tentokrat se nikdo neobtézoval Septat.
Byl to fev zdivocelého stada. Jediné $tésti, Ze nebylo v jeho podkrovi, ale shromazdovalo se
dole pod radnici. Bonifac oteviel okno a promnul si ospalé oc¢i. Musel vSak jesté nékolikrat
zamrkal a promnout si je znovu, aby se ujistil, ze skutecné vidi to, co si myslel, ze vidi.
Tolik zastupct Fise jazykt v zivoté nevidél. Nedokézal by je ani pfesné pojmenovat. ,,Vratte
nam Francouzstinu*!“zajecela Latinka. (*z jazykového hlediska se vSechny nazvy fedi a
pisem zde uvedenych samoziejmé nepisi s velkym pocatecnim pismenem, ale pro lepsi
orientaci obyvatel Ludolfova tdoli jsou v Bonifadcové kronice zapsany timto zptsobem)
,AZ to zjisti Utad indoevropskych jazykt, roznese véas vsechny na kopytech!“ Za jejimi
zady staly vsechny body a proménné vyrazy. Vsechna pismena je zradila.

Uloha 5. V dstredné jé nekolik telefond, ktere jsou spojeny kabely a tvori sit. KaZdy kabel
spojuje obousmeérné dva telefony. Mezi kaZdymi dvéma telefony vede nejuyse jeden kabel a
Zadny kabel nevede z jednoho telefonu zpet do toho samého.
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a) V siti je celkem 200 kabeli a z kazdého telefonu trci 10 kabeli. Kolik je v ustredné
telefoni?.

b) V siti je 7 telefond, pricemz ze 4 z nich tréi po 4 kabelech ze zbylych 3 tréi 3 kabely. Lze
takovou sit sestrojit? Pokud ne, kolik nejméné telefoni je treba odstranit, abychom dostali
sestrojitelnou sit? Uvedte priklad takové sité.

(Zdkim 6. a 7. trid zdkladnich $kol a odpovidajicich rocéniki viceletyjch gymndzii bude
zapocitan lepsi z prikladi a), b); Zakim 8. a 9. trid zdkladnich $kol a odpovidajicim roéni-
kim viceletych gymndzii bude zapocitan pouze priklad b).)

,Co tu vSichni chcete?“zdésil se Bonifac. ,,Spravedlnost!“ozvala se Cyrilice a polozila
dlan na rameno své dcery Azbuky. ,,Uz nas nebavi, ze si dnesni lidé mysli, ze pfirodni védy
nic!* Tty Alfabeto?* zeptal se zkrousené Bonifac. ,Myslel jsem, Ze ti nase tizka spoluprace
vyhovuje.“ Za Alfabetinymi zady byla svazana do kozelce vSechna pismena fecké abecedy.
Ted mu bylo jasné, kdo se jej snazil zneskodnit. , Tak a dost!“ ozval se buradcivy hlas a
pristoupila majestatna osoba. ,Navraf nam Francouzstinu, nebo vaSe udoli pociti hnév
Jeana de La Fontainea a mnoho dalsich!“ Tahle robustni dama byla Literatura. Pékné
nahnévana Literatura. ,Bez nas byste nebyli absolutné nic!“ rozkrikla se. ,,Zcizili jste nam
vSechna pismena, zcizili jste nam literarni dila a historii, bez které by nikdo z vas tady
nemohl existovat! Myslite si, Ze hybete svétem, kdyz neméte v sobé ani trochu srdce. To my
jsme tu umeéni. My utvarime svét. A co za to mame? To, Ze se nad nas hodla matematika
povysovat? Pche!*

Uloha 6. Najdéte pravouhly trojihelnik s celociselnymi délkami stran, jehoZ mnejkratsi
strana ma delku 2011.

,oilna slova, Literaturo,” ozvala se Bonifacova prava ruka, Nasobilka. ,,Kde by byla
ta vaSe historie, kdyby nebylo nas? Bez nas by se vyvoj zasekl v pocatcich, byli by jste
aplné bezbranni!“ ,Rika se BYSTE!“ oso¢il se Pravopis. ,Mame toho tak akorat dost,“
pridal se hloucek piktogramt. ,Ja vam fikam, nebudeme se s nimi parat déle, nez je po-
tfeba,“ vmisila se do toho Gramatika. A pak to zacalo. Vytahly se slovniky, oxymorony,
metafory, a palindromy (zvlast vSemi oblibeny Bafe jede jefab — ted si to prectéte po-
zpatku, haha). ,Dnesnim dnem zménime zakony matematiky!“ usklibla se Stylistika. ,, ZA
LINGVISTIKU!* Bonifac se otocil k zdéSenému lidu matematickému a pustil se do davani
rozkazl. ,Pripravte rovnice. Tohle je valka.“
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DUKAZOVE METODY

DiL. CTVRTY

Do rukou se vam spolu s letakem c¢tvrté série dostava i novy dil seridlu o dikazovych me-
todach v matematice. Tentokrat se zamérime na méné znamy koncept, ktery nam umozni
jisté ulohy Tesit az s magickou jednoduchosti, neni nicméné snadné jej vyuzit. Pijde o tzv.
invarianty. Pfedstavme si, ze feSime tlohu, ve které je popsan néjaky proces ¢i jeho jednot-
livé kroky a nasim tikolem je tento proces analyzovat a néco o ném dokazat. Neziidka mize
byt vyhodné se snazit hledat vlastnost dané situace, ktera vykonavanim kroki procesu nent
ovlivnéna a z toho nasledné vyvozovat disledky. Pravé takovou vlastnost nazyvame inva-
riantem.

Pro feSeni takovych problému neexistuje zadny predepsany postup, ktery by fungoval
vzdy, je vyzadovana vysoka mira invence a casto se jako invariant pouzije veli¢ina, ktera
by nas na prvni ani druhy, ba ani n—ty pohled nemusela napadnout. Bez dalSich feci si
proto predvedeme prvni ukazkovou ulohu.

Priklad. Na kouzelné jabloni rostou bandny a ananasy. Postupné budeme ovoce z jabloné
trhat. V jednom kroku smime odebrat dva kusy ovoce. Pokud odebereme dva kusy stejného
druhu, vyroste novy ananas. Pokud odebereme dva kusy rizného druhu, vyroste novy bandn.
Budeme krok opakovat, dokud na stromé nezbyde jediny plod. Jaky to bude plod, pokud
vime, kolik bylo na zacdtku na stromé bandni a kolik ananasi?

ReSeni. Obéas miize byt invariantem napiiklad parita n&jakého &isla (tj. zda je ¢islo liché
nebo sudé). Zkoumejme pocet banant na stromé. Ten se mize bud o dva snizit, pokud
odebereme dva banany a vyroste novy ananas, nebo se viibec nezméni, pokud odebereme
jeden banan a jeden ananas a novy banan nam vyroste. To znamena, Ze pocet banant na
stromé se mlze zménit pouze o dva, takze jeho parita zlistava nezménéna, je invariantem.

Pokud je tedy na zacatku na stromé lichy pocet banani, bude jich lichy pocet az do
konce, takze nelze docilit toho, aby vSechny zmizely, nebot nula lichym ¢islem neni. Tudiz
pak ziistane na konci na stromé banan.

Pokud je na zacatku na stromé sudy pocet bananti, naopak nedosahneme toho, aby
zustal jeden, nebof to neni sudy pocet, takze posledni ztistane ananas. &

Jesté jednou si v nasledujici tloze pfedvedeme vyuziti parity veli¢iny jako invariantu.

Priklad. Na primce stoji dvé figurky - vlevo modrd, vpravo cervend. Mdame povolené dvé
operace: pridani dvou stejné barevnich figurek vedle sebe na primku (bud mezi nékteré dvé
Jiné figurky, nebo na kraj) a odebrdni dvou sousednich stejné barevnich figurek. Lze docilit
toho, aby zustaly opét dvé figurky, ale vlevo cervend a vpravo modra?

Reseni. Tentokrat je potfeba hledanou veli¢inu volit ,Sikovnéji“. Podivejme se na pocet
v8ech pari figurek (nejen sousednich) takovych, ze ta vic vlevo je ¢ervend a vpravo modra.
Ptidanim nebo odebranim dvou modrych figurek zvysime nebo snizime tento pocet o dva-
krat pocet cCervenych figurek vlevo od mista pridani, takze o sudé ¢islo - parita se tedy



Dikazové metody, 4. dil Skolni rok 2012 /2013

nezméni. Obdobné rozmyslime, Ze i pfi pfidani/odebrani ervenych figurek ztistava pa-
rita uvazované veli¢iny neménna. Na zacatku je toto ¢islo rovno nule, v konfiguraci, které
chceme dosdhnout, je vSak rovno jedné, takze chténé konfigurace dosahnout nelze. &

V posledni tloze, kterou si predvedeme, nez se pustite do seridlové tlohy, uvidime, ze
neni potfeba rozliSovat jen sudost/lichost, mizeme tuto myslenku zobecnit. Navic volba
invariantu bude jesté trikovéjsi nez vyse.

Priklad. Na obvodu kruznice mame 44 dulki, v kaZdém z nich lezi jedna kulicka. V kazZdém
kroku vybereme dvé kulicky, jednu z nich posuneme o 1 dulek po smeru hodinovych rucicek,
druhou proti sméru. Lze opakovdnim tohoto kroku docilit toho, aby vSechny kulicky leZely
v jednom dulku?

Reseni. Ocislujeme si dokola dilku &sly 1, 2 az 44. Nyni se podivejme pro kazdou kulicku
podivejme, v kolikatém dtilku lezi a takto ziskanych 44 ¢isel secteme - vysledek oznacme S.
Nyni zkoumejme, jak se bude S ménit pti jednom kroku. Mohou nastat nasledujici situace:

e jedna kulicka snizi své ¢islo o 1, druha zvysi, takze se S nezméni.
e kulicky si vymeéni mista na pozicich 1 a 44, takze se S nezméni.

e jedna kulicka prejde z 44 na 1 a druha na ¢islo o 1 mensi, takze se S celkové snizi o
44

e jedna kulicka prejde z 1 na 44 a druhd na cislo o 1 vétsi, takze se S celkové zvysi o
44

Vsimneme si, ze at uz nastane libovolny ptipad, zbytek po déleni S cislem /4 se nezméni,
takze je to nas hledany invariant! V pocate¢ni situaci je tento zbytek roven 22 (nechéavame
k propocitani ¢tenari), v zadané koncové situaci je vSak roven nule, takze takova situace
nastat nemtize a diikaz je tim zavrsen. ]

Uloha 7. V jednom policku tabulky 44 je napsdno ¢islo -1, v ostatnich je napsdno ¢islo
1. Mame povolené dvé operace: zmeénit znamenka vsech cisel v nekterem radku nebo v
néekterém sloupci. Lze dosdhnout toho, aby byly v tabulce samé jednicky?

Tato aktivita je realizovana v ramci vefejné zakazky Pilotni ovéreni systému popularizace
technickyjch a prirodovédnych oboru vytvdrenim vazeb vysokych skol na skoly niZsich stuprii,
ktera je souc¢asti IPN Podpora technickych a pFirodovédnych obori (PTPO), reg. ¢.
CZ.1.07/4.2.00/06.0005 . Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim fondem a statnim
rozpoc¢tem Ceské republiky.
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