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�e²ení T°etí Série

Úloha 1. Dopl¬te k uvedeným posloupnostem následující £leny. Zd·vodn¥te, podle jakého pravidla
jste postupovali.

1. 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 ?
2. 0 2 5 10 17 28 ?
3. 4 6 9 10 14 15 ?

1. 41, Je to podobné jako Fibonacciho posloupnost, kde pro kaºdý £len platí, ºe je sou£tem p°ed-
chozích dvou, zde je sou£tem posledního a p°edp°edposledního.

2. 41, p°i£ítají se prvo£ísla

3. 21, je to °ada £ísel, které jsou sou£inem dvou prvo£ísel (mohly by se nazývat druho£ísla :))

Úloha 2. Ur£ete, kolik nejvíce hran (zobrazených na obrázku) jsme schopni projít tak, aby se kaºdou
pro²lo práv¥ jednou a start i konec byl ve stejném vrcholu.

Je ²est vrchol· s lichým po£tem hran, tudíº maximální po£et bude 11− 6
2 = 8.
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Úloha 3. Dokaºte, ºe strany libovolného trojúhelníku a, b, c, spl¬ují následující nerovnost:

c(c− 1) + (a+ b)(a+ b+ 1) ≥ 0

Rovnici upravíme na c2 + a2 + 2ab+ b2 + a+ b− c ≥ 0. c2 + a2 + 2ab+ b2musí být v¥t²í neº nula. A
a+ b− c ≥ 0, protoºe platí trojúhelníková nerovnost. Takºe celá nerovnost musí platit.

Úloha 4. V jazyce otito platí, ºe podstatným jménem je libovolné slovo sloºené z písmen horního
°ádku klávesnice (qwertzuiop), které je palindromem (slovo, které se £te stejn¥ zep°edu i zezadu) a
zárove¬ pro n¥j platí, ºe se st°ídají samohlásky a souhlásky (nemohou být dv¥ samohlásky ani dv¥
souhlásky vedle sebe). Jaká je pravd¥podobnost, ºe napí²eme n¥jaké podstatné jméno v jazyce otito,
kdyº po sob¥ zmá£kneme náhodných 5 kláves v horním °ádku klávesnice. (Pravd¥podobnost po£ítáme
jako pom¥r p°íznivých situací � po£et podstatných jmen, co m·ºeme vytvo°it ku po£tu v²ech situací �
v²ech �slov�, co m·ºeme napsat.)

Rozd¥líme si slova na dva p°ípady � na ty, co za£ínají na samohlásky a na ty, co za£ínají na souhlásky.
V horním °ádku klávesnice jsou 4 samohlásky a 6 souhlásek.

Za£ínají na samohlásky: Na první pozici m·ºu dosadit 4 samohlásky, na druhou 6 souhlásek, na t°etí
4 samohlásky (pak se jiº písmena opakují � palindrom) � tedy 4 · 6 · 4 = 96 podstatných jmen.

Za£ínají na souhlásky: Na první pozici m·ºu dosadit 6 souhlásek, na druhou 4 samohlásky, na t°etí
pozici 6 souhlásek � tedy 6 · 4 · 6 = 144 podstatných jmen. Dohromady 96 + 144 = 240 podstatných
jmen.

Náhodným zmá£knutí m·ºeme vytvo°it 105 slov - na kaºdé z p¥ti pozic máme deset moºností písmen.
Pravd¥podobnost je tedy 240

105
= 0, 0024 = 0, 24%.

Úloha 5. Máme obdélníkovou zahradu, jejíº jedna strana je dvakrát del²í neº druhá. N¥kde uvnit° této
zahrady je zabodnutý k·l a od n¥j vedou 4 lana, kaºdý do jiného rohu zahrady, rozd¥lující tak zahradu
na 4 trojúhelníky. Jeden z t¥chto trojúhelník· má obsah 400 m2, prot¥j²í trojúhelník � to znamená, ºe
mají spole£ný jen jeden bod a to k·l � má obsah 500 m2. Ur£i rozm¥ry zahrady.

Ozna£me vý²ku men²ího trojúhelníka y, pak vý²ka druhého trojúhelníka musí být x − y. Obsah
men²ího známého trojúhelníku spo£ítám jako:

S1 =
2xy

2

Obsah v¥t²ího známého trojúhelníka spo£ítám jako:

S2 =
2x(x− y)

2
=

2x2 − 2xy

2

Dohromady

S = S1 + S2 =
2xy

2
+

2x2 − 2xy

2
=

2x2

2

Coº je polovina obsahu celé zahrady, celá zahrada má tedy plochu 1800 m2:

Sz = 1800 = 2x2
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Tedy x = 30m , rozm¥ry zahrady budou 30 m a 60 m. Uv¥domme si, ºe pokud by trojúhelníky m¥ly
základnu dlouhou 2x výpo£ty budou stejné. I v tomto p°ípad¥ totiº budou trojúhelníky zabírat polovinu
plochy zahrady.

Úloha 6. M¥jme kruh, ve kterém je vyst°elen paprsek. Paprsek se odráºí pouze od obvodové kruºnice,
a to tak, ºe velikost úhlu odrazu je rovna velikosti úhlu dopadu (úhel je m¥°en vzhledem k te£n¥ vedené
bodem dopadu) a samoz°ejm¥ se neodráºí p°ímo zp¥t (pokud není vyst°elen od st°edu). V jeden okamºik
dopadl paprsek na obvod v bod¥ X pod úhlem γ. Najd¥te mnoºinu Γ v²ech γ takových, ºe se paprsek za
kone£ný £as vrátí zp¥t do bodu X. (popi²te vlastnosti takového úhlu γ)

Paprsek usekne kruhu vºdy shodnou kruhovou úse£, tedy i p°íslu²nou výse£ svírající úhel θ. Tento
úhel je dvojnásobkem úhlu γ, coº lze lehce dokázat pomocí kolmosti SX ⊥ t a rovnoramennosti4BSX.

Aby se mohl paprsek vrátit do bodu X, musí existovat n¥jaká m,n ∈ N taková, ºe m · θ = n · ◦, kde ◦
zna£í velikost plného úhlu. Z toho plyne vztah:

γ =
n

2m
· ◦,

tedy γ musí být racionálním násobkem plného úhlu. M¥li bychom se v²ak vyvarovat nulového násobku,
nebo´ pak by paprsek p°icházel z vn¥j²ku kruhu, coº nelze. Poºadavky ze zadání tedy spl¬ují práv¥ ty
úhly γ ve tvaru:

γ = q · ◦, q ∈ Q, q ∈
(

0 ,
1

2

)
,
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nebo´ γ musí být ur£it¥ men²í neº 180◦ a nenulová. �e²ení posta£í v tomto tvaru, chceme-li pouºít
n¥jaké konkrétní úhlové jednotky a zapsat mnoºinu ultrakorektn¥ nap°. v radiánech, m·ºeme psát

Γ =

{
γ ∈ R | γ = 2πq, q ∈ Q, q ∈

(
0 ,

1

2

)}
,

p°ípadn¥ lze dosadit i ve stupních ◦ = 360◦.

Úloha 7. Najd¥te X takové, ºe v R spl¬uje následující rovnici:

1 + x+ x2 + · · ·+ xL = 0,

kde L je liché p°irozené £íslo.

P°ipome¬me si, ºe v oboru reálných £ísel je kvadrát vºdy nezáporný. Alespo¬ polovina £len· na levé
stran¥ rovnice je tedy nesporn¥ nezáporná. Zachovejme tyto £leny na levé stran¥ a zbytek p°eve¤me
doprava:

1 + x2 + x4 + · · ·+ xL−1 = −x− x3 − x5 − . . .− xL

1 + x2 + x4 + · · ·+ xL−1 = −x · (1 + x2 + x4 + · · ·+ xL−1).

Je výhodné na pravé stran¥ vytknout −x. Dostáváme tak na obou stranách shodný £len, kterým
bychom rádi pod¥lili. To v²ak m·ºeme jen tehdy, pokud je nenulový. Jeho nulovost by znamenala
spln¥ní rovnosti

x2 + x4 + · · ·+ xL−1 = −1,

která díky sudým mocninám na levé stran¥ nikdy nenastane. Dostáváme tedy 1 = −x, coº po dosazení
skute£n¥ vyhovuje. Nezbývá nic jiného neº zvolat hurá a psát K = {−1}.
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