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Reseni Treti Série

Uloha 1.  Dopliite k uvedenym posloupnostem ndsledujici cleny. Zdivodnéte, podle jakého pravidla
jste postupovali.

.11 2 3 4 6 9 13 19 28 7
2.0 2 5 10 17 28 7
3.4 6 9 10 14 15 7

1. 41, Je to podobné jako Fibonacciho posloupnost, kde pro kazdy ¢len plati, Ze je soultem pied-
chozich dvou, zde je souc¢tem posledniho a pfedpiedposledniho.

2. 41, pficitaji se prvodisla

3. 21, je to fada ¢isel, které jsou soucinem dvou prvocisel (mohly by se nazyvat druhodisla :))

Uloha 2. Urcete, kolik nejvice hran (zobrazensjch na obrdzku) jsme schopni projit tak, aby se kaZdou
proslo prdve jednou a start i konec byl ve stejném vrcholu.

Je 8est vrchold s lichym po¢tem hran, tudiZz maximalni pocet bude 11 — g = 8.
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Uloha 3. Dokaszte, ze strany libovolného trojuhelniku a, b, ¢, spliiuji ndsledujici nerovnost:

cle=1)+(a+b)(a+b+1)>0

Rovnici upravime na ¢ +a? +2ab+b> +a+b—c > 0. ¢® + a® + 2ab + b>musi byt vétsi nez nula. A
a+b—c > 0, protoZe plati trojihelnikova nerovnost. Takze celd nerovnost musi platit.

Uloha 4. V jazyce otito plati, Ze podstatnym jménem je libovolné slovo sloZené z pismen horniho
Fadku kldvesnice (quwertzuiop), které je palindromem (slovo, které se éte stejné zepfedu i zezadu) a
zdroveni, pro néj plati, Ze se stvidaji samohldsky a souhldsky (nemohou bijt dvé samohldsky ani dvé
souhldsky vedle sebe). Jakd je pravdépodobnost, Ze napiSeme néjaké podstatné jméno v jazyce otito,
kdyz po sobé zmdckneme ndhodniyjch 5 kldves v hornim Fddku kldvesnice. (Pravdépodobnost pocitdme
jako pomér priznivijch situaci — pocet podstatnijch jmen, co mizZeme vytvorit ku poctu vsech situaci —
vSech ,slov®, co miZeme napsat.)

Rozdélime si slova na dva pfipady — na ty, co za¢inaji na samohlésky a na ty, co za¢inaji na souhlasky:.
V hornim fadku klavesnice jsou 4 samohlasky a 6 souhlasek.

Zacinaji na samohlasky: Na prvni pozici mizu dosadit 4 samohlasky, na druhou 6 souhlasek, na t¥et{
4 samohlasky (pak se jiz pismena opakuji — palindrom) — tedy 4 - 6 - 4 = 96 podstatnych jmen.

Zacinaji na souhlasky: Na prvni pozici mizu dosadit 6 souhlasek, na druhou 4 samohlasky, na tietf
pozici 6 souhlasek — tedy 6 -4 -6 = 144 podstatnych jmen. Dohromady 96 + 144 = 240 podstatnych
jmen.

Nahodnym zmacknuti miizeme vytvofit 10° slov - na kazdé z péti pozic mame deset moznosti pismen.

Pravdépodobnost je tedy 213 = 0,0024 = 0,24%.

Uloha 5. Mdme obdélnikovou zahradu, jejiz jedna strana je dvakrdt delsi nez druhd. Nékde uoniti této
zahrady je zabodnuty kil o od néj vedou 4 lana, kaZdiy do jiného rohu zahrady, rozdélujici tak zahradu
na 4 trojihelniky. Jeden z téchto trojihelniki md obsah 400 m?, protéjsi trojihelnik — to znamend, Ze
maji spolecnyj jen jeden bod a to kil — md obsah 500 m?. Urci rozmeéry zahrady.

Oznac¢me vysku mengiho trojuhelnfka y, pak vyska druhého trojahelnika musi byt « — y. Obsah
mensiho zndmého trojuhelniku spocitam jako:

Obsah vétsiho zndmého trojihelnika spoéitam jako:

2z(z —y) 22% - 2wy
SQ i i
2 2

Dohromady
2ry 222 —2xy 222
S=SA S =T T =
Coz je polovina obsahu celé zahrady, celd zahrada ma tedy plochu 1800 m?:

S, = 1800 = 22
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Tedy = = 30m , rozméry zahrady budou 30 m a 60 m. Uvédomme si, Ze pokud by trojahelniky mély

zékladnu dlouhou 2x vypocty budou stejné. I v tomto piipadé totiz budou trojthelniky zabirat polovinu
plochy zahrady.

Uloha 6. Méjme kruh, ve kterém je vystielen paprsek. Paprsek se odrdzi pouze od obvodové kruznice,
a to tak, Ze velikost ihlu odrazu je rovna velikosti whlu dopadu (ihel je méFen vzhledem k tecné vedené
bodem dopadu) a samozrejmé se neodrdZi piimo zpét (pokud neni vystielen od stiedu). V jeden okamZik
dopadl paprsek na obvod v bodé X pod ihlem . Najdéte mnoZinu I' vSech v takovyjch, Ze se paprsek za

konecny cas vrdti zpét do bodu X . (popiste vlastnosti takového ihlu 7)

Paprsek usekne kruhu vzdy shodnou kruhovou dsec, tedy i prislu§nou vyse¢ svirajici thel 6. Tento
thel je dvojnasobkem thlu +, coZ lze lehce dokdzat pomoci kolmosti SX 1 t a rovnoramennosti ABSX.

Aby se mohl paprsek vratit do bodu X, musi existovat néjaka m,n € N takova, ze m -0 =n-o, kde o
znadi velikost plného dhlu. Z toho plyne vztah:

= — -0
’Y om
tedy v musi byt racionilnim nasobkem plného thlu. Méli bychom se vSak vyvarovat nulového nésobku,
nebot pak by paprsek prichazel z vnéjsku kruhu, coz nelze. Pozadavky ze zadani tedy spliuji pravé ty
thly v ve tvaru:

1
Y7 =4q"0°, qu, q€<072>7
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nebot v musi byt urc¢ité mensi nez 180° a nenulovi. ReSeni postadi v tomto tvaru, chceme-li pouZit
néjaké konkrétni thlové jednotky a zapsat mnozinu ultrakorektné napf. v radidnech, mizeme psat

1
Fz{’yeRM:%q,qu,qe<0,2>},

pripadné lze dosadit i ve stupnich o = 360°.

Uloha 7. Najdéte X takové, Ze v R spliiuje ndsledujici rovnici:
l+z+a+--+a" =0,

kde L je liché prirozené cislo.

Ptipomenme si, Ze v oboru realnych ¢isel je kvadrat vzdy nezaporny. Alespon polovina ¢lend na levé
strané rovnice je tedy nesporné nezaporna. Zachovejme tyto ¢leny na levé strané a zbytek prevedme
doprava:

R -yt o

1+2+a2*+ 4ol =2 1+22+ 2+ 2070,

Je vyhodné na pravé strané vytknout —z. Dostdvame tak na obou strandch shodny ¢len, kterym
bychom radi podélili. To vsak mtzeme jen tehdy, pokud je nenulovy. Jeho nulovost by znamenala
splnéni rovnosti

2ttt = 1,

kterd diky sudym mocnindm na levé strané nikdy nenastane. Dostaviame tedy 1 = —x, coz po dosazen{
skutec¢né vyhovuje. Nezbyvé nic jiného nez zvolat hurd a psat K = {—1}.



