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�e²ení První Série

Úloha 1. Dopl¬te do tabulky práv¥ 17 O£í (prázdné kole£ko) tak, aby kaºdé Oko m¥lo p°i°azeno práv¥
jednoho Ob£ana (£erné kole£ko), který ºádné jiné oko p°i°azené nemá. �lenové kaºdé z vzniklých 17
dvojic Oko - Ob£an spolu navíc musí sousedit hranou a ºádné dv¥ O£i spolu nesmí sousedit hranou ani
rohem. Pro n¥které °ádky a sloupce je zadán po£et O£í.

Je jediné moºné °e²ení, a to následující:

(K jako oKo. :))

Úloha 2. Najd¥te £íslo t, jehoº trojnásobek je nejmen²ím násobkem 64, který je d¥litelný £íslem 30.

t =
NSN(64, 30)

3
=

960

3
= 320 (1)

Úloha 3. Zavedeme pojem �sudost� £ísla, coº bude nejv¥t²í mocnina £ísla 2, kterými je £íslo d¥litelné.
(Sudost £ísla 12 je 2, protoºe nejvy²²í mocnina 2, která d¥lí 12 je £íslo 4.) M¥jme £íslo 1680. Kolik má
nejsud¥j²ích d¥litel·? Rozum¥j d¥litel·, které jsou d¥litelné nejvy²²í mocninou dvojky mezi v²emi jeho
d¥liteli. (�íslo 12 a 20 je stejn¥ sudé).

1680 = 24 · 3 · 5 · 7, tedy nejsud¥j²í £ísla jsou ta, co mají 24. Dále zjistíme v²echny kombinace jeho
d¥litel·, které mají v rozkladu na prvo£ísla 24, snadno vidíme, ºe to jsou £ísla 24, 24 · 3, 24 · 5, 24 · 7, 24 ·
3 · 5, 24 · 3 · 7, 24 · 5 · 7 a 24 · 3 · 5 · 7, tedy jich je 8.
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Úloha 4. Popi²te, jak musí vypadat p°irozené £íslo A, jehoº dekadický zápis se skládá pouze z 0 a 1, a
které zárove¬ kon£í na 1, kterým kdyº vynásobíme £íslo 101, dostaneme op¥t £íslo, jehoº dekadický zápis
se bude skládat pouze z 0 a 1. K tomu najd¥te v²echna n pro která neexistuje ºádné takové n-ciferné
£íslo A. (n-ciferné £íslo má práv¥ n cifer a první z nich není 0).

�ísla na sudých a lichých pozicích se díky nule uprost°ed navzájem v·bec neovliv¬ují. M·ºeme se
tedy na hledaná £ísla dívat jako na nezávislé °et¥zce £ísel na sudých a lichých pozicích.

a1 a2 . . . an−3 an−2 an−1 an
+ a1 a2 a3 a4 . . . an−1 an

1 1 . . . 1 1

Poj¤me se podívat, co musí takový °et¥zec spl¬ovat: ten lichý musí za£ínat na 1 následovanou 0, pro
°et¥zec obsahující poslední £íslici musí platit, ºe kon£í na 1, p°edposlední je 0. Kdyº si rozepí²eme
násobení takovým £íslem pod sebe, zjistíme, ºe jediná podmínka pro dal²í £íslice v °et¥zcích je: dv¥
jedni£ky v °et¥zci nem·ºou být vedle sebe, protoºe v takovém p°ípad¥ by se jedni£ka, vzniklá násobením
té první jedni£ky, se£etla s jedni£kou, která vznikne násobením té druhé jedni£ky, a vznikne dvojka,
kterou ve výsledku nem·ºeme mít.

Jediným n, pro které neexistuje takové n-ciferné £íslo je n = 3, nebo´ lichý °et¥zec v tomto p°ípad¥
nem·ºe splnit podmínku, ºe nejsou dv¥ jedni£ky vedle sebe, protoºe musí kon£it i za£ínat na 1, jinak
by to nebylo trojciferné £íslo.

Úloha 5. Do místnosti vede sedm dve°í, ozna£ené £ísly 1 − 7. �ty°mi se vchází (1 − 4), t°emi se
vychází (5 − 7). Poté, co jedn¥mi dve°mi projde £lov¥k, ty dve°e okamºit¥ zmizí � to znamená, ºe
jedn¥mi dve°mi m·ºe projít maximáln¥ jeden £lov¥k. Zjist¥te, kolik má moºností dvojice na vejití a
zase vyjití z této místnosti, kde samoz°ejm¥ jsou dv¥ r·zné situace, kdyº první £lov¥k vejde 1 a odejde
5, druhý £lov¥k vejde 2 a odejde 6, oproti situaci, kdyº první £lov¥k vejde 2 a odejde 6 a ten druhý vejde
1 a odejde 5 � (záleºí na po°adí).

První £lov¥k má 4 moºnosti, kudy vejít, druhý £lov¥k má pak uº jen 3 moºnosti, kudy vejít. To d¥lá
4 · 3 = 12 zp·sob· jen na vejití. První £lov¥k má 3 moºnosti, kudy vyjít, druhý £lov¥k má pak uº jen
2 moºnosti, kudy vyjít. To d¥lá 3 · 2 = 6 zp·sob· jen na vyjití. Dohromady 6 · 12 = 72 zp·sob·.

Úloha 6. VP má trojmístný PIN, ale zapomn¥l ho. Jediné, co ví, je, ºe PIN obsahoval £íslice 6 a 4,
pro která platilo, ºe 6 byla ur£it¥ p°ed 4. Jaká je pravd¥podobnost, ºe trefí ten správný PIN hned na
první pokus? (Pravd¥podobnost po£ítáme jako po£et p°íznivých situací � ten správný PIN � ku po£tu
v²em situacím � v²em moºným PIN·m, které odpovídají podmínkám.)

To znamená, ºe 6 m·ºe být na první nebo na druhé pozici, 4 na druhé nebo t°etí.

Pokud bude 6 na první pozici a 4 na druhé, máme 10 moºností, co doplnit na poslední místo.

Pokud bude 6 na první pozici a 4 na t°etí, máme 9 moºností, co doplnit na poslední místo (v²echny
£íslice aº na 4, protoºe pak by vzniklo 644 a to uº je zahrnuto v p°edchozí moºnosti).

Pokud bude 6 na druhé pozici musí být 4 na t°etí pozici, na první místo m·ºeme doplnit 9 £íslic (PIN
kód m·ºe klidn¥ za£ínat 0, ale moºnost 664 uº je v p°edchozí moºnosti).
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R·zných pin·, které by odpovídaly zadání tedy je 10 + 9 + 9 = 28. Správný PIN m·ºeme odhalit
na první aº dvacátý osmý pokus. Pravd¥podobnost spo£ítáme jako podíl p°íznivých situací ku v²em
situacím, tedy: 1

28 .

Úloha 7. �íslo n je liché p°irozené £íslo, které je d¥litelné 3. Odebereme z n¥j poslední cifru a vzniklé
£íslo m je stále d¥litelné 3. Najd¥te v²echna n, která jsou druhou mocninou n¥jakého p°irozeného £ísla,
pokud víte, ºe m není d¥litelné 9.

i, j, k ∈ N

Aby bylo £íslo d¥litelné 3, musí být jeho ciferný sou£et d¥litelný 3, sou£et cifer n tedy bude ve tvaru 3i.
Sou£et cifer m bude zase ve tvaru 3j. Jejich rozdíl (poslední cifra) tedy bude 3(i− j). Z toho vyplývá,
ºe poslední cifra musí být d¥litelná 3. D¥litelné 3 jsou pouze cifry 0, 3, 6 a 9. �íslo n tedy m·ºe kon£it
pouze na jednu z t¥chto cifer.

�íslo n nem·ºe kon£it na cifru 0 ani 6, protoºe by nebylo liché. Aby bylo n druhou mocninou a zárove¬
d¥litelné 3, musí být d¥litelné i 9, tj. jeho ciferný sou£et je d¥litelný 9. M·ºeme tedy °íct, ºe ciferný
sou£et n je 9k. Aby poslední cifra £ísla n byla 9, musí být ciferný sou£et m = 9(k− 1), nebo-li m musí
být d¥litelné 9. To ale víme ze zadání, ºe neplatí a dostali jsme tedy spor.

Jedinou cifru, kterou m·ºeme uvaºovat jako poslední v £ísle n je tedy 3. Takové n ale neexistuje, jelikoº
ºádná druhá mocnina nekon£í na cifru 3. Vliv na hodnotu poslední cifry druhé mocniny n¥jakého £ísla,
má totiº pouze poslední cifra tohoto £ísla, sta£í tedy zjistit druhé mocniny v²ech jednociferných £ísel.
T¥ch je 10:

0 · 0 = 0

1 · 1 = 1

2 · 2 = 4

3 · 3 = 9

4 · 4 = 16

5 · 5 = 25

6 · 6 = 36

7 · 7 = 49

8 · 8 = 64

9 · 9 = 81

Ani jedna z moºností nekon£í na cifru 3, nebude tedy existovat ani ºádné n kon£ící na tuto cifru.

Neexistuje ºádné p°irozené £íslo n, které by spl¬ovalo zadané podmínky.
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