KoMGdR - Reseni 4. série $kolni rok 2019/2020

Reseni Ctvrté Série

Uloha 1. Doplite do ndsledujici tabulky ¢isla 1-4 tak, aby v kaZdém sloupci i Fddku bylo kazdé
¢islo prdve jednou a zdroven aby platilo, Ze ¢isla na okrajich tabulky byla ¢isla nejblize kraji v daném
sloupci/Fddku.
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Tabulka ma prave jedno spravné feSeni, a to nasledujici:

N
w
NP,

A A WN =
N
N N A 2w A

i

—
WIWIN]—-

N

Uloha 2. Naleznéte vsechna pfirozend ¢isla a,b spliiujici:
a+b=p
ab = 2p?,
kde p je prvoéislo.
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V&imnéme si, Ze soucin je roven dvojnasobku souctu &isel a, b, tedy ze
ab=2(a+Db)

Rovnost by se ndm hodila napsat do sou¢inového tvaru, nebot pracujeme si pfirozenymi ¢isly. Upra-
vujme:

a(b—2) —2b=0
ab—2)—(b—2)=2
(a—1)(b—2)=0

V druhém kroku jsme pficetli k obéma strandm 2, abychom mohli vytknout spole¢ného cinitele. Z
posledni rovnosti vidime, Ze musi byt a = 1 nebo b = 2.

Dosadime-li @ = 1 do druhé z piivodnich rovnosti, dostaneme, 7e b = 2p>. Potom viak a +b = 1 =
2p? > p?, a proto pro a = 1 neexistuje vhodné b.

2

Obdobné uvazme piipad b = 2. Potom a = p?, oviem p® + 1 > p?.

Uloha tedy nema zadné feSeni.

Uloha 3. Na ctvereckovaném poli 10x 10 stoji v obou dolnich rozich figurky. Mohou se pohybovat
rovné do vsech osmi smért, ale jen presné o dve policka. Jestlize se po jednom tahu stridaji, mohou se
nékdy potkat?

Kdyz si pole obarvime stejné jako Sachovnici, zjistime, Ze figurky stoj{ na odlisnych barvach. Pohyb
rovné do v8ech stran pro né znamené posun na stejnou barvu, na které staly. Stejné tak pohyb Sikmo
nikdy barvu nezméni. Pohybuji se tedy pouze po své Pocate¢ni barvé a tedy se nikdy potkat nemohou.

Uloha 4. Vétrdik md 4 stejné lopatky (viz obrdzek) tvorici kruhové vysece s tihlem 45°. Mezi nimi
jsou 4 stejné velké mezery. Veétrdk se otdcd rychlosti 13 otdéek za sekundu. Carlos je sikovny a dokdze
do néj strcit ruku prdvé na jednu setinu sekundy. Jakd je pravdépodobnost, Ze se nezrani, kdyZ takto
udini v ndhodnou chvili?
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Kazda vyse¢ lopatky ma ze zadani ahel 45°. Zbyva tedy 360° — (4 - 45) = 180° na mezery. Jsou ¢tyii
a stejné velké, tudiz ma kazda taktéz % = 45°. Tedy jedna mezera, ve které se musi ruka na dobu
jedné setiny udrzet je % kruhu. Pravdépodobnost nenf nutno pocitat, protoze lze jednoduse zjistit, ze
% =0, 13, tzn. takova ¢éast z celé kruZznice p¥ijde do kontaktu s rukou. Vzhledem k tomu, Ze velikost
mezery (%) je v desetinnych ¢&islech 0,125, nen{ Sance aby nedoslo k zranéni protoze 0,13 > 0,125.

Pravdépodobnost nezranéni je tedy 0%.

Pozn. 1 kdyby velikost mezery odpovidala piesné, musime zohlednit tloustku ruky a to, Ze by i tak
doslo k jeji celkové amputaci. I s dostateénou rezervou pro ruku ovSem tuto ¢innost nedoporucujeme,
pravdépodobnost sice neni nulova, ale stoprocentni také ne, nehledé na to, Ze stale operujeme s velice
pochybnym ¢asem jedna setina.

Uloha 5. Jakyj je obsah nejvétsiho pravidelného Sestiihelniku, ktery miZeme vepsat rovnostrannému
trojuhelniku o strané 67

Pravidelny Sestithelnik se sklada ze Sesti rovnostrannych trojihelniki. Vnitin{ dhly v rovnostranném
trojuhelniku jsou rovny 60°. Protoze thly EFJ a JFG maji dohromady 120°, tak se tthel EF B musi
rovnat 180° — 120° = 60°, stejné jako ithel BEF' a pak i EBF. Trojihelniky BEF a EJF jsou rovno-
stranné a tudiz podobné, protoze ale maji stejnou stranu (EF), tak jsou dokonce shodné. MiZeme si
timto zpusobem rozdélit velky trojiuhelnik ABC na 9 mensich rovnostrannych shodnych trojuhelniki.
Obsah nejvétsiho pravidelného Sestitthelniku, ktery takto mtzeme vepsat do rovnostranného trojihel-
niku bude roven obsahu rovnostranného trojihelniku. Vyska v rovnostranném trojihelnfku je rovna
délky strany. Obsah rovnostranného trojuhelnika tedy spocitam jako: . Obsah Sestitithelnika tedy bude

Uloha 6. Urcete nejmensi x takové, pro které plati, Ze 2020 déli pocet déliteli 2020%.
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Aby bylo ¢islo délitelné 2020, musi byt délitelné 4, 5 a 101. (2020=22 -5-101). JelikoZ poéet déliteli
libovolného prirozeného ¢isla vypocteme jako soudin exponentt zvétSenych o 1, kdyz mame ¢&islo rozlo-
zené na prvocinitele, pocet déliteli 20207 zjistime jako sou¢in (224 1) - (x+1) - (x + 1). Viimnéme si,
ze Cislo (2z+1) je vzdy liché, pak tedy aby byl tento soucin délitelny 4, musi byt (z+1) sudé, z &ehoz
plyne, 7Ze & musi byt liché. Nasledné mame 4 mozZnosti:

1. (2z+1) je délitelné i 5 i 101. Pak musi byt délitelné 505. Najdeme tedy nejmensi ¢islo tvaru
(22+1) spliwjici tuto podminku a zarovenn aby x bylo liché. Nejmensi takové ¢islo je 1515, pak
je x=T757.

2. (xz+1) je délitelné i 51 101. Pak musi byt délitelné 505. Najdeme tedy nejmensi &islo tvaru (x+1)
spliujici tuto podminku a zaroven aby x bylo liché. Nejmens{ takové ¢islo je 1010, pak je x=1009.

3. (z+1) je délitelné 5 a (22+1) je délitelné 101. Aby bylo x liché a zéroven (x+1) délitelné 5, musi
mit x na pozici jednotek 9. Pak bude mit (22+41) na pozici jednotek 9. Hledame tedy nejmensi
¢islo tvaru (2z+1) délitelné 101 tak, aby mélo na pozici jednotek 9 a zarovenn x také mélo na
pozici jednotek 9. Nejmensi takové &islo je 1919, pak je x=959.

4. (z+1) je délitelné 101 a (2z+1) je délitelné 5. Aby bylo (2z+1) délitelné 5, musi mit = na pozici
jednotek 7. Pak bude mit (z+1) na pozici jednotek 8. Hledame tedy nejmensi ¢islo tvaru (z+1)
délitelné 101 splitujici v8echny jiz fecené podminky. Nejmensi takové ¢islo je 808, pak je z=807.

Nejmensi z téchto cisel je 757, coZ je tedy nasim hledanym z.

Uloha 7. Ukazte, e soucin obvodu a obsahu libovolného trofihelniku je mensi neZ 3/2 objemu krychle
s délkou hrany rovnou délce libovolné strany trojihelniku.

Mgjme trojuhelnik ABC' s délkami stran a,b,c a a > b > ¢. Potom obvod 0 = a + b+ ¢. Dale bud S
obsah trojuhelnfku. 7Z naseho predpokladu o délkich stran mtzeme psat, ze

0S=(a+b+c)S <3aS

Ve vyrazu nam jesté prekazi obsah. Ten si miiZzeme vyjadfit pomoci vysky v, na stranu a jako S =
av, /2. Takze

3v
S < 2 27a
o a B

Nyni ukazeme, ze v, < a. Necht P je pata vySky na stranu a. Pak strany b,c¢ jsou pfeponami s v
trojuhelnicich CPA, BPA, a proto v, < ¢ < b < a. TakZe jsme dostali, Ze

0S < gaz-a < 2a°.

ProtoZe a je nejdelsi stranou, je tim dlohu hotova.



