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�e²ení �tvrté Série

Úloha 1. Dopl¬te do následující tabulky £ísla 1-4 tak, aby v kaºdém sloupci i °ádku bylo kaºdé
£íslo práv¥ jednou a zárove¬ aby platilo, ºe £ísla na okrajích tabulky byla £ísla nejblíºe kraji v daném
sloupci/°ádku.

Tabulka má práve jedno správné °e²ení, a to následující:

Úloha 2. Nalezn¥te v²echna p°irozená £ísla a, b spl¬ující:

a+ b = p2

ab = 2p2,

kde p je prvo£íslo.
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V²imn¥me si, ºe sou£in je roven dvojnásobku sou£tu £ísel a, b, tedy ºe

ab = 2(a+ b)

Rovnost by se nám hodila napsat do sou£inového tvaru, nebo´ pracujeme si p°irozenými £ísly. Upra-
vujme:

a(b− 2)− 2b = 0

a(b− 2)− (b− 2) = 2

(a− 1)(b− 2) = 0

V druhém kroku jsme p°i£etli k ob¥ma stranám 2, abychom mohli vytknout spole£ného £initele. Z
poslední rovnosti vidíme, ºe musí být a = 1 nebo b = 2.

Dosadíme-li a = 1 do druhé z p·vodních rovností, dostaneme, ºe b = 2p2. Potom v²ak a + b = 1 =
2p2 > p2, a proto pro a = 1 neexistuje vhodné b.

Obdobn¥ uvaºme p°ípad b = 2. Potom a = p2, ov²em p2 + 1 > p2.

Úloha tedy nemá ºádné °e²ení.

Úloha 3. Na £tvere£kovaném poli 10×10 stojí v obou dolních rozích �gurky. Mohou se pohybovat
rovn¥ do v²ech osmi sm¥r·, ale jen p°esn¥ o dv¥ polí£ka. Jestliºe se po jednom tahu st°ídají, mohou se
n¥kdy potkat?

Kdyº si pole obarvíme stejn¥ jako ²achovnici, zjistíme, ºe �gurky stojí na odli²ných barvách. Pohyb
rovn¥ do v²ech stran pro n¥ znamená posun na stejnou barvu, na které stály. Stejn¥ tak pohyb ²ikmo
nikdy barvu nezm¥ní. Pohybují se tedy pouze po své Po£áte£ní barv¥ a tedy se nikdy potkat nemohou.

Úloha 4. V¥trák má 4 stejné lopatky (viz obrázek) tvo°ící kruhové výse£e s úhlem 45◦. Mezi nimi
jsou 4 stejn¥ velké mezery. V¥trák se otá£í rychlostí 13 otá£ek za sekundu. Carlos je ²ikovný a dokáºe
do n¥j str£it ruku práv¥ na jednu setinu sekundy. Jaká je pravd¥podobnost, ºe se nezraní, kdyº takto
u£iní v náhodnou chvíli?
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Kaºdá výse£ lopatky má ze zadání úhel 45◦. Zbývá tedy 360◦− (4 · 45) = 180◦ na mezery. Jsou £ty°i
a stejn¥ velké, tudíº má kaºdá taktéº 180

4 = 45◦. Tedy jedna mezera, ve které se musí ruka na dobu
jedné setiny udrºet je 1

8 kruhu. Pravd¥podobnost není nutno po£ítat, protoºe lze jednodu²e zjistit, ºe
13
100 = 0, 13, tzn. taková £ást z celé kruºnice p°ijde do kontaktu s rukou. Vzhledem k tomu, ºe velikost
mezery (18) je v desetinných £íslech 0,125, není ²ance aby nedo²lo k zran¥ní protoºe 0,13 > 0,125.

Pravd¥podobnost nezran¥ní je tedy 0%.

Pozn. I kdyby velikost mezery odpovídala p°esn¥, musíme zohlednit tlou²´ku ruky a to, ºe by i tak
do²lo k její celkové amputaci. I s dostate£nou rezervou pro ruku ov²em tuto £innost nedoporu£ujeme,
pravd¥podobnost sice není nulová, ale stoprocentní také ne, nehled¥ na to, ºe stále operujeme s velice
pochybným £asem jedna setina.

Úloha 5. Jaký je obsah nejv¥t²ího pravidelného ²estiúhelníku, který m·ºeme vepsat rovnostrannému
trojúhelníku o stran¥ 6?

Pravidelný ²estiúhelník se skládá ze ²esti rovnostranných trojúhelník·. Vnit°ní úhly v rovnostranném
trojúhelníku jsou rovny 60◦. Protoºe úhly EFJ a JFG mají dohromady 120◦, tak se úhel EFB musí
rovnat 180◦ − 120◦ = 60◦, stejn¥ jako úhel BEF a pak i EBF . Trojúhelníky BEF a EJF jsou rovno-
stranné a tudíº podobné, protoºe ale mají stejnou stranu (EF ), tak jsou dokonce shodné. M·ºeme si
tímto zp·sobem rozd¥lit velký trojúhelník ABC na 9 men²ích rovnostranných shodných trojúhelník·.
Obsah nejv¥t²ího pravidelného ²estiúhelníku, který takto m·ºeme vepsat do rovnostranného trojúhel-
níku bude roven obsahu rovnostranného trojúhelníku. Vý²ka v rovnostranném trojúhelníku je rovna
délky strany. Obsah rovnostranného trojúhelníka tedy spo£ítám jako: . Obsah ²estiúhelníka tedy bude
.

Úloha 6. Ur£ete nejmen²í x takové, pro které platí, ºe 2020 d¥lí po£et d¥litel· 2020x.
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Aby bylo £íslo d¥litelné 2020, musí být d¥litelné 4, 5 a 101. (2020=22 ·5·101). Jelikoº po£et d¥litel·
libovolného p°irozeného £ísla vypo£teme jako sou£in exponent· zv¥t²ených o 1, kdyº máme £íslo rozlo-
ºené na prvo£initele, po£et d¥litel· 2020x zjistíme jako sou£in (2x+1) · (x+1) · (x+1). V²imn¥me si,
ºe £íslo (2x+1) je vºdy liché, pak tedy aby byl tento sou£in d¥litelný 4, musí být (x+1) sudé, z £ehoº
plyne, ºe x musí být liché. Následn¥ máme 4 moºnosti:

1. (2x+1) je d¥litelné i 5 i 101. Pak musí být d¥litelné 505. Najdeme tedy nejmen²í £íslo tvaru
(2x+1) spl¬ující tuto podmínku a zárove¬ aby x bylo liché. Nejmen²í takové £íslo je 1515, pak
je x=757.

2. (x+1) je d¥litelné i 5 i 101. Pak musí být d¥litelné 505. Najdeme tedy nejmen²í £íslo tvaru (x+1)
spl¬ující tuto podmínku a zárove¬ aby x bylo liché. Nejmen²í takové £íslo je 1010, pak je x=1009.

3. (x+1) je d¥litelné 5 a (2x+1) je d¥litelné 101. Aby bylo x liché a zárove¬ (x+1) d¥litelné 5, musí
mít x na pozici jednotek 9. Pak bude mít (2x+1) na pozici jednotek 9. Hledáme tedy nejmen²í
£íslo tvaru (2x+1) d¥litelné 101 tak, aby m¥lo na pozici jednotek 9 a zárove¬ x také m¥lo na
pozici jednotek 9. Nejmen²í takové £íslo je 1919, pak je x=959.

4. (x+1) je d¥litelné 101 a (2x+1) je d¥litelné 5. Aby bylo (2x+1) d¥litelné 5, musí mít x na pozici
jednotek 7. Pak bude mít (x+1) na pozici jednotek 8. Hledáme tedy nejmen²í £íslo tvaru (x+1)
d¥litelné 101 spl¬ující v²echny jiº °e£ené podmínky. Nejmen²í takové £íslo je 808, pak je x=807.

Nejmen²í z t¥chto £ísel je 757, coº je tedy na²ím hledaným x.

Úloha 7. Ukaºte, ºe sou£in obvodu a obsahu libovolného trojúhelníku je men²í neº 3/2 objemu krychle
s délkou hrany rovnou délce libovolné strany trojúhelníku.

M¥jme trojúhelník ABC s délkami stran a, b, c a a ≥ b ≥ c. Potom obvod o = a+ b+ c. Dále bu¤ S
obsah trojúhelníku. Z na²eho p°edpokladu o délkách stran m·ºeme psát, ºe

oS = (a+ b+ c)S ≤ 3aS

Ve výrazu nám je²t¥ p°ekáºí obsah. Ten si m·ºeme vyjád°it pomocí vý²ky va na stranu a jako S =
ava/2. Takºe

oS < a2 · 3va
2

Nyní ukáºeme, ºe va < a. Nech´ P je pata vý²ky na stranu a. Pak strany b, c jsou p°eponami s v
trojúhelnících CPA,BPA, a proto va < c ≤ b ≤ a. Takºe jsme dostali, ºe

oS <
3

2
a2 · a < 2a3.

Protoºe a je nejdel²í stranou, je tím úlohu hotova.
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