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�e²ení T°etí Série

Úloha 1. Liána se plazí po zemi tak, ºe jediným stonkem, který nemá viditelný konec ani za£átek
(p°edstav si jako uzav°enou k°ivku) zabírá práv¥ v²echna £tvercová polí£ka na obrázku. Zárove¬ v²echna
místa, kde prochází vícekrát jedním polí£kem, jsou vyzna£ena. Nakresli do tabulky tuto liánu.

Existuje pouze jedno správné °e²ení, a to následující:

Úloha 2. Pro dv¥ prvo£ísla p a q platí p3 + q2 = 10209, ur£i ob¥ prvo£ísla.

V²imneme si, ºe 10209 je liché £íslo. Kdyº umocníme liché £íslo, bude stále liché. Sou£et lichých £ísel

je sudý. To znamená, ºe jedno z hledaných prvo£ísel musí být sudé, aby byl sou£et lichý. Samoz°ejm¥
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jediné sudé prvo£íslo je 2. Nyní sta£í dosadit za jednu nebo druhou neznámou a hned zjistíme, ºe p 6= 2,
nebo´ by to znamenalo, ºe q3 = 10205, coº je £íslo o£ividn¥ d¥litelné p¥ti, £ímº pádem by prvo£íslo q
muselo být 5 a 125 6= 10205. Víme tedy, ºe q = 2. Nakonec jen rozloºíme zbylé £íslo 10201 = p2 na

sou£in prvo£ísel a zjistíme, ºe 10201 = 101 · 101, coº vyhovuje na²ím podmínkám. Prvo£ísla jsou tedy

2 a 101.

Úloha 3. Pája chce shrabat své pole. Její pole je rozd¥leno do men²ích £ástí, takºe si celé pole m·ºeme
p°edstavit jako klasickou ²achovnici 8×8. Jako jaké ²achové �gurky se m·ºe pohybovat, aby pokryla
(shrabala) celé pole? Pája za£íná v levém dolním rohu a m·ºe vstoupit na kaºdé pole vícekrát.

Z°ejm¥ se Pája nem·ºe pohybovat jako p¥²ák, nebo´ se nedostane do dal²ích sloupc·. M·ºe se naopak

jist¥ pohybovat jako v¥º, královna a král. Zbývá vy°e²it st°elce a kon¥.

St°elec za£íná na pozici (1, 1). Protoºe se pohybuje po úhlop°í£kách, vºdy budou bu¤ ob¥ sou°adnice

liché nebo sudé, takºe se nem·ºe dostat nap°íklad na pole (2, 3).

Pro kon¥ existuje n¥kolik variant, jak se m·ºe pohybovat. Nap°íklad m·ºe pokrýt vºdy celý jeden

sloupec postupným otá£ením a na jeho konci (na vrchu £i spodu) se m·ºe oto£it a pokra£ovat na dal²í

sloupec. Tak pokryje jist¥ celé pole.

Odpov¥¤: Pája m·ºe orat jako k·¬, v¥º, král a královna.

Úloha 4. Pro otev°ení brány pot°ebujeme zjistit hodnoty sou£tu a+b+c+d, pro neº platí:

ab+ bc+ cd+ da = 15,

a zárove¬ jsou v²echna £ty°i £ísla p°irozená.Najd¥te v²echny moºné hodnoty výrazu a+b+c+d.

M·ºeme si v²imnout, ºe ab+bc+cd+dc=(a+c)(b+d)= 15 a protoºe jsou to p°irozená £ísla, musí se

bud a+c=3 a b+d=5 nebo naopak (15=5x3). Tedy sou£et výrazu a+b+c+d je vºdy roven 3+5=8.

Úloha 5. Najd¥te reálná £ísla x a y, jestliºe platí:

• x < y

• xy2 = 64

• 4x+2y+5
2 = 4x+10
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Poslední rovnici upravíme ekvivalentn¥ na tvar x = −y. Z nerovnice vyvodíme, ºe x je záporné a y
kladné. Z toho ale vyplývá, ºe xy2 < 0 a tím za pomoci druhé rovnice dostáváme, ºe neexistují ºádná

reálná £ísla x, y, která spl¬ují zadané podmínky.

Úloha 6. M¥jme p¥tiúhelník se stranou x a 5 kruºnic s polom¥rem x se st°edy v jeho vrcholech. Ur£ete
obvod celého útvaru.

Libovolné dva vrcholy p¥tiúhelníku spolu s pr·se£íkem kruºnic v jejich st°edech vn¥ p¥tiúhelníku

tvo°í rovnostranný trojúhelník. zárove¬ vnit°ní úhel u kaºdého vrcholu je 108◦. Z kaºdé kruºnice musíme

zapo£ítat oblouk odpovídající úhlu 360-(60+108+60)=72. A dále 72
360 = 1
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Tudíº obvod celého útvaru bude 2 · x · π
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Úloha 7. M¥jme pravidelný n-úhelník s 2020 vrcholy. Jeho vrcholy ozna£me po °ad¥ x1 aº x2020.
Ur£ete sou£et velikostí konvexních úhl· | ^x849x307x17 | a | ^x17x1317x849 |.

Nejprve je t°eba si uv¥domit, ºe jakékoli dva body, jejichº index se li²í o 1010, jsou prot¥j²í. M·-

ºeme tedy °íci, ºe to platí i pro body x307ax1317 . Z toho také vyplývá, ºe kruºnice opsaná na²emu

mnohoúhelníku je zárove¬ kruºnicí Thaletovou nad úse£kou x307x1317 . Vezmeme-li v potaz £ty°úhelník

x17x307x849x1317 , m·ºeme sou£et na²ich úhl· vyjád°it jako 360◦−(| ^x307x849x1317 | + | ^x1317x17x307 |).
Díky tomu, ºe body x849ax17 leºí na Thaletov¥ kruºnici, víme, ºe sou£et úhl· u t¥chto bod· bude 90◦,
tedy m·ºeme dosadit: 360◦˘(90◦ + 90◦). Sou£et poºadovaných úhl· je tím pádem 180◦.
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