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�e²ení První Série

Úloha 1. SARA bleskov¥ proskenovala v²echnu techniku v místnosti. V místnosti se nacházely mo-
nitory a po£íta£e, n¥které fungující bezdrátov¥, jiné p°ipojené kabely. Jakou £ást techniky tvo°ily bez-
drátové monitory, pokud jedna osmina p°ístroj· není bezdrátová a t°i sedminy bezdrátových p°ístroj·
tvo°í po£íta£e?

Jestliºe osmina p°ístroj· není bezdrátová, pak sedm osmin p°ístroj· bezdrátových je. Ozna£íme-li si
tedy P po£et p°ístroj· celkem a B po£et t¥ch bezdrátových, platí B = 7

8 ·P . Z bezdrátových p°ístroj·
tvo°í t°i sedminy po£íta£e, tedy zbývající £ty°i sedminy jsou tvo°eny monitory. Bezdrátových monitor·
je tedy 4

7 ·B = 4
7 ·

7
8 · P = 4

8 · P = 1
2 · P . Bezdrátové monitory tedy tvo°í polovinu ve²kerých p°ístroj·.

Úloha 2. Profesorovo vzná²edlo je vlastn¥ létající skútr, který ovládá autopilot. Aby správn¥ fungoval,
musí být jeho £tvercový ovládací panel vypln¥n sedmi hady z £ísel 1 aº 9 popo°ad¥. Sousedící £ísla v
jednom hadovi spolu musí sdílet jednu stranu, nesta£í roh. P°itom musí platit, ºe v celé tabulce se ºádné
£íslo ani diagonáln¥ nedotýká stejného £ísla. Pro²krtnuté polí£ko nesmí být vypln¥no ºádným £íslem.
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Úloze vyhovuje vypln¥ní následující:

Úloha 3. P°edstavme si kouzelnou krabi£ku. Pokud do této krabi£ky vloºíme n¥které p°irozené £íslo n,
na ví£ku krabi£ky se objeví n¥jaké nezáporné celé £íslo m, které je men²í nebo rovno neº (n-1)(n-1)/n.
Navíc platí, ºe pro kaºdou dvojici r·zných £ísel, která do krabi£ky vloºíme, nám krabi£ka ukáºe r·zná
£ísla. Zjist¥te, jestli taková krabi£ka m·ºe existovat.

Pokud do krabi£ky vloºíme £íslo 1, výsledné £íslo je men²í nebo rovno £íslu 0·0
1 = 0; výsledným

£íslem je tedy 0. Pokud do krabi£ky vloºíme £íslo 2, je výsledné £íslo men²í nebo rovno £íslu 1·1
2 = 1

2 ,
a jelikoº je toto £íslo p°irozené, m·ºe to být pouze nula, stejn¥ jako kdyº do krabi£ky vloºíme £íslo 1.
To ov²em nem·ºe podle zadání nastat, a proto taková krabi£ka nem·ºe existovat.

Úloha 4. V kaºdém £tverci za ovládacím panelem je ur£itý po£et rezistor·. Z n¥kterých £tverc· v²ak
úpln¥ vypadly a panel je nyní nefunk£ní. Dopl¬te správné po£ty rezistor· do prázdných polí tak, aby byl
jejich sou£et v kaºdém £tverci 2x2 stejný.
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Ozna£me s po£et rezistor· v libovolném £tverci 2x2 (víme, ºe je vºdy stejný). Podívejme se na £tverec
2x2 naho°e uprost°ed a ozna£me si x po£et rezistor· v posledním £tvere£ku, který je nevypln¥ný.
Nyní se podívejme na £tverec 2x2, který je uprost°ed dole a y ozna£me po£et rezistor· v posledním
nevypln¥ném £tvere£ku tohoto £tverce. Z £tverce, který je naho°e uprost°ed dostáváme x+1+6+4 = s,
tedy x + 11 = s. Z prost°edního £tverce dostáváme x + y + 8 = s, ze £tverce, který je dole uprost°ed
pak y + 15 = s. Porovnejme první dv¥ rovnice: x + 11 = s = x + y + 8, tedy y + 8 = 11 a y = 3. Ze
t°etí rovnice tedy pak s = 15 + y = 15 + 3 = 18, z druhé x = s− y − 8 = 18− 3− 8 = 7.

Nyní uº je moºné dopo£ítat ostatní hodnoty (vºdy najdeme £tverec 2x2, kde jiº známe t°i hodnoty
a jelikoº známe s, m·ºeme dopo£ítat £tvrtou). Výsledek vypadá následovn¥:

Úloha 5. Dokaºte, ºe pro v²echna reálná x a y platí: y(y + 1) + x ≥ (x+ y)(y − x+ 1).

Roznásobíme ob¥ strany nerovnosti: y2 + y+ x ≥ xy− x2 + x+ y2 − xy+ y, po úprav¥ y2 + y+ x ≥
y2 + y + x − x2. Od obou stran nerovnosti nyní m·ºeme ode£íst výraz y2 + x + y (je to ekvivalentní
úprava) a dostáváme 0 ≥ −x2 (m·ºeme je²t¥ pro v¥t²í p°ehlednost upravit na x2 ≥ 0), coº jist¥ platí
pro v²echna reálná x, protoºe kdyby bylo x = 0, tak x2 = 0 a nerovnost je spln¥na, pokud bude x
kladné £íslo, tak je x2 sou£in dvou kladných £ísel, který je kladný a nerovnost je tedy spln¥na. A do
t°etice: pokud bude x záporné £íslo, tak je x2 sou£in dvou záporných £ísel, který je kladný a nerovnost
je tedy spln¥na.

Úloha 6. Ze t°í bezpe£nostních modul· A, B a C je postupn¥ vysílán impulz 1, 2, a 3. Moduly A a
B i moduly A a C jsou od sebe vzdálené 34 cm. Mezi moduly B a C vede rovný kabel dlouhý 32 cm.
Kolmo na tento kabel vede kabel do modulu A. Na pr·niku t¥chto dvou kabel· se nachází elektronický
zámek. Nejd°íve je vysílán impulz 1 z modulu A sm¥rem k zámku. O 10 sekund pozd¥ji je vyslán
impulz 2 z modulu B sm¥rem k zámku rychlostí 54 cm/min. Impulz 3 je vyslán z modulu C sm¥rem k
elektronickému zámku rychlostí o 10 cm/min v¥t²í neº impulz 2. Jakou rychlostí se musí pohybovat po
celou dobu impulz 1 a o kolik sekund pozd¥ji po impulzu 2 byl vyslán impulz 3, aby byly v²echny t°i
impulzy ve stejnou dobu na elektronickém zámku a zkratovaly ho?

Pro ú£ely °e²ení vytvo°íme následující matematický model situace: A,B,C jsou vrcholy trojúhelníka
a kabely jsou úse£ky. Máme tedy rovnoramenný trojúhelník ABC o základn¥ BC a patu vý²ky na
stranu BC ozna£íme V .

Máme t°i impulzy. Impuls z A do V urazí svojí dráhu sA v £ase tA s konstatní rychlostí vA. Obdobné
ozna£ení tB, sB, vB (resp. tC , sC , vC) zavedeme i pro impulzy z B do V (resp. z C do V ). �as budeme
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po£ítat v minutách, rychlost v centimetrech za minutu a vzdálenost v centimetrech. Známe sA =√
342 − (322 )

2
= 30 (z Pythagorovy v¥ty pro trojúhelník ABV s pravým úhlem u vrcholu V ), sB =

sC = 16, vB = 54 a ze zadání víme tB = tA − 1
6 , vC = vB + 10 = 64.

Z t¥chto informací m·ºeme s pouºitím fyzikálního vzorce s = vt (pro rychlost v, £as t a dráhu s)
dopo£ítat tB = sB

vB
= 16

54 = 8
27 min. Tedy tA = tB + 1

6 = 8
27 +

1
6 = 25

54 min. Potom tedy vA = sA
tA

= 30
25
54

=

324
5 cm/min. Zjistili jsme tedy rychlost impulzu 1.

Po£ítejme dále: tC = sC
vC

= 16
64 = 1

4 . Impulz 3 byl tedy vyslán oproti impulzu 2 pozd¥ji o tB − tC =
8
27 − 1

4 = 5
108 min = 25

9 s.

Úloha 7. Ur£ete v²echny trojúhelníky s celo£íselnými stranami, které mají sudý obvod a stranu délky 1.

Vyberme libovolný trojúhelník, který vyhovuje zadání a ozna£me jeho strany a, b, c, p°i£emº c = 1.
Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe a je nejv¥t²í stranou (nebo stejn¥ velkou jako b).
Potom podle trojúhelníkové nerovnosti platí: b+1 > a, ale protoºe a je nejv¥t²í, tak musí navíc platit:
b+ 1 > a ≥ b. Jelikoº mezi £ísly b a b+ 1 ºádné p°irozené £íslo neleºí, tak musí platit, ºe a = b a tedy
je trojúhelník rovnoramenný. Ov²em takovýto trojúhelník má obvod 2a+1, coº nikdy není sudé, takºe
zadání ºádný trojúhelník nevyhovuje.
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