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Úloha 1. Na komá°ím závod¥ v letu se se²li fanou²ci 4 favorit·. Jednu p¥tinu náv²t¥vník· tvo°ili p°í-
znivci £erveného závodníka, dv¥ devítiny tvo°ili fanou²ci zeleného závodníka, £ty°i patnáctiny fanou²ci
ºlutého a zbytek náv²t¥vník· podporovalo modrého závodníka. Kolik bylo celkem náv²t¥vník· závodu,
jestliºe ani jeden ze £ty° fanklub· netvo°ilo mén¥ neº 30 a ani více neº 60 náv²t¥vník·?

Nejd°íve ur£eme, jakou £ást fanou²k· tvo°ili v²ichni ti, kte°í modrého závodníka nepodporovali.
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Z tohoto údaje uº snadno dopo£ítáme, jakou £ást fanou²k· tvo°ili fanou²ci modrého závodníka:
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Pom¥r po£tu fanou²k· £erveného, zeleného ºlutého a modrého závodníka je tedy:

9 : 10 : 12 : 14

Vzhledem k tomu, ºe £ísla 14 a 45 jsou nesoud¥lná, tak po£et fanou²k· modrého závodníka musí být
d¥litelný £íslem 14. Mezi £ísly 30 a 60 jsou jedinými násobky £ísla 14 £ísla 42 a 56. Pokud by ale bylo
fanou²k· modrého závodníka pouze 42, tak fanou²k· £erveného by muselo být pouze 27, coº nelze. A
celkový po£et náv²t¥vník· tedy je:

9 · 4 + 10 · 4 + 12 · 4 + 14 · 4 = 36 + 40 + 48 + 56 = 180

Bylo více cest ke správnému °e²ení. Pokud jste je m¥li správn¥ od·vodn¥né, samoz°ejm¥ jsme je také
uznávali.

Úloha 2. O synchroniza£ním £ísle °ekla SARA profesorovi, ºe je to x, o kterém se ví, ºe se rovná
t°etin¥ z p¥tiny z £ísla, které se po ode£tení 210 rovná zase x. Jakou hodnotu má x?

x =
1

3
· 1
5
· (x+ 210)

x =
1

15
· (x+ 210)

15x = x+ 210

14x = 210

x = 15

Neznámé £íslo, které hledáme, je tedy 15.

1



KoMáR - �e²ení 3. série ²kolní rok 2016/2017

Úloha 3. �ty°ciferné £íslo, které je na panelu napsáno digitálními £íslicemi, musí být st°edov¥
soum¥rné. Jednotlivé £íslice od sebe mají konstantní vzdálenost (viz obrázek). Kolik existuje takových
£ty°ciferných £ísel?

Aby bylo takové £íslo st°edov¥ soum¥rné, musí první a £tvrtá £íslice tvo°it st°edov¥ soum¥rný útvar
a stejn¥ tak druhá a t°etí £íslice. Zárove¬ st°edy soum¥rnosti obou útvar· musí být totoºné. Obvykle
je tento st°ed bod S, krom¥ speciálního p°ípadu - £íslo 1111 je st°edov¥ soum¥rné podle jiného st°edu,
jelikoº v²echny jedni£ky jsou psány vpravo. Z toho plyne, ºe £ísla 1ab1 nebo a11b nejsou st°edov¥
soum¥rná, krom¥ p°ípadu a = b = 1. Jedni£ku tedy m·ºeme z následujících úvah vyjmout.

Ur£eme v²echny uspo°ádané dvojice £íslic, které mohou být na prvním a £tvrtém míst¥, aby vznikl
st°edov¥ soum¥rný útvar. Jsou to dvojice (2, 2), (5, 5), (6, 9), (8, 8), (9, 6) - celkem 5 dvojic. Uspo°ádané
dvojice £íslic na druhém a t°etím míst¥ jsou v²echny tyto a navíc dvojice (0, 0) - celkem tedy 6 dvojic.
Moºných £ísel tedy (podle kombinatorického pravidla sou£inu) je 5 · 6 + 1 = 31 (kde p°i£tená jedni£ka
zna£í £íslo 1111).

Úloha 4. Na zemi leºel jeden trojúhelník, jeden £tverec, jeden p¥tiúhelník, a tak dále, aº po dvaceti-
úhelník. Kolik nejvíce útvar· m·ºeme vybrat tak, aby sou£in po£t· jejich hran byl 11700?

• �íslo 11700 si rozloºíme na prvo£ísla: 11700 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5 · 5 · 13

• �ísla 3 aº 20 si také rozloºíme na prvo£ísla

• Protoºe chceme co nejvíce £ísel, budeme vybírat £ísla co nejmen²í

• 3 se v rozkladu £ísla 11700 vyskytuje, vybereme trojúhelník

• 4 = 2 · 2⇒ vybereme i £tverec

• 5 se v rozkladu vyskytuje, tak p¥tiúhelník také vybereme

• zbývá vybrat takové útvary, pro které platí, ºe sou£in jejich hran je 3 · 5 · 13 = 13 · 15, tedy
vybereme je²t¥ t°ináctiúhelník a patnáctiúhelník. Více neº dva vybrat nem·ºeme, protoºe £íslo
3 · 5 · 13 nem·ºeme zapsat jako sou£in více neº 3 r·zných p°irozených £ísel, aniº bychom pouºili
£íslo 1. A jako sou£in práv¥ 3 £ísel bychom ho mohli zapsat pouze jako sou£in 3 · 5 · 13, coº nelze,
protoºe trojúhelník i p¥tiúhelník uº jsou vybrány.

M·ºeme vybrat nejvíce 5 útvar· (trojúhelník, £tverec, p¥tiúhelník, t°ináctiúhelník a patnáctiúhelník)
tak, aby byl sou£in jejich hran roven 11700.

Úloha 5. Kolika zp·soby lze rozd¥lit obdélník o rozm¥rech 30 x 50 cm na dva díly pomocí jediného
rovného °ezu tak, aby ze vzniklých £ástí ²el poskládat trojúhelník pomocí oto£ení a posunutí v rovin¥ (ne
oto£ení v prostoru)?
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�ez m·ºeme provést £ty°mi zp·soby.

1. �ez mezi dv¥ma stranami: Vznikne bu¤ trojúhelník a p¥tiúhelník, nebo dva £ty°úhelníky. V obou
p°ípadech spojením vznikne pouze £ty°úhelník, nikdy trojúhelník.

2. �ez mezi prot¥j²ími vrcholy: Takovým °ezem vzniknou dva shodné trojúhelníky. Je z°ejmé, ºe
jejich p°iloºením k sob¥ stejn¥ dlouhými stranami vznikne vºdy rovnob¥ºník.

3. �ez z vrcholu ke stran¥: Zvolme vrchol, ze kterého povedeme °ez, a ozna£me ho A. Dal²í vrcholy
ozna£me standardn¥ B,C a D. Dále vyzna£me bod E na úse£ce CD. �ez povede mezi body A a
E. Nutnou podmínkou, aby vznikl trojúhelník je, ºe se k sob¥ musí p°ikládat dv¥ stejn¥ dlouhé
strany tak, aby nevznikl p°ekryv. Druhou podmínkou je, ºe sou£et úhl· u vrchol·, které splynou,
musí být 180o, aby splynuly také p°ilehlé hrany. Je z°ejmé, ºe jediná poloha bodu E spl¬ující
tyto podmínky je, pokud se nachází uprost°ed strany CD. Takto vznikne trojúhelník ABD, ve
kterém se k sob¥ p°iloºí strany CE a ED. Takovýchto °ez· m·ºeme v obdélníku provést osm
(pro kaºdý vrchol mohu vybrat jednu ze dvou prot¥j²ích stran).

Úloha 6. Ur£ete z kolika nejmén¥ (stejných) sirek m·ºete v trojrozm¥rném prostoru poskládat £ty°i
rovnostranné trojúhelníky o hran¥ dlouhé jedna sirka. Nezapome¬te po°ádn¥ dokázat, ºe mén¥ sirek být
nem·ºe!

�e²ení rozd¥líme do 2 £ástí � nejprve dokáºeme, ºe nebudeme pot°ebovat mén¥ jak 6 sirek, a poté
najdeme takové rozloºení 6 sirek, kdy vytvo°íme 4 rovnostranné trojúhelníky. Ur£it¥ ºádné 2 trojúhel-
níky nemohou mít více neº 1 spole£nou sirku (to by byly identické). První zabere ur£it¥ 3 sirky, druhý
alespo¬ 2 (1 m·ºe mít spole£nou s 1. trojúhelníkem a dal²í 2 musíme p°idat), t°etí alespo¬ 1 (1 z 1., 1
z 2. a jednu musíme p°idat) a na vytvo°ení 4. trojúhelníku teoreticky nemusíme p°idávat ºádnou sirku
(bude mít spole£nou stranu s kaºdým z jiº vytvo°ených trojúhelník·). Takºe ur£it¥ budeme pot°ebovat
alespo¬ 6 sirek.
A kon�gurací, kdy ze 6-ti sirek vytvo°íme 4 rovnostranné trojúhelníky, je nap°íklad pravidelný £ty°-

st¥n.

Úloha 7. Asistent Martin donesl na omluvu makový kolá£. Kolá£ má tvar kruhu o polom¥ru 8 cm
a maková nápl¬ je pouze v oblasti soust°edného kruhu s polom¥rem 6 cm. Protoºe m¥l dobrou náladu,
zadal profesorovi takovouto úlohu: Profesor·v kousek musí být odd¥len jediným °ezem o délce 12 cm
a navíc procházet rozinkou umíst¥nou na okraji kruhu makové nápln¥. Pomozte profesoru Perikulovi
rozkrojit kolá£, aby si kone£n¥ mohl na svém kousku pochutnat (rozbor, postup konstrukce, konstrukce,
diskuze).

K °e²ení této úlohy sta£ilo provést jednoduchou úvahu. Ozna£me si vn¥j²í kruºnici K a vnit°ní
kruºnici k. Pokud narýsujeme libovolnou se£nu K délky 12cm, protne kruºnici k ve dvou bodech.
Pokud by jeden z t¥chto bod· byl hledanou rozinkou, máme vyhráno. Na to se ov²em nem·ºeme
spoléhat, a proto musíme provést je²t¥ jeden krok. Na²i narýsovanou úse£ku oto£íme podle st°edu
obou kruºnic tak, aby protínala ná² hledaný bod R (jako rozinka). Ozna£me tedy st°ed kruºnic S,
st°ed narýsované se£ny O a pr·se£íky se£ny a kruºnice k body A a B. Nyní narýsujeme polop°ímku
SO a k ní druhou procházející bodem S tak, ºe budou svírat úhel velikosti |^ASR|. Na této nové
polop°ímce vyzna£íme bod O′, aby platilo |SO|=|SO′|. Posledním krokem je narýsovat se£nu kruºnice
K procházející bodem O′ a kolmou na polop°ímku SO. Takto jsem oto£il p·vodní se£nu a vznikla
nová, která protíná kruºnici k v bodech A′ a B′. Díky úhlu oto£ení splývá bod A′ s hledaným bodem
R. Úloha má dv¥ °e²ení, jelikoº je nutné také zapo£ítat takovou se£nu, na níº splývá s bodem R bod
B′.
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