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ReSeni Tteti Série

Uloha 1. Kdd k této konzoli jsou ctyri po sobé jdouct cisla, na které must profesor pomyslet. Soucin
pruniho, trettho a ctvrtého je roven o devét
zmenSenému soucinu cturtého a druhé mocniny druhého cisla. Jakd ctyvi ¢isla to jsou?

Mame éisla a — 1, a, a+ 1, a + 2. Sestavime rovnici: (a —1)(a+1)(a +2) = a®(a+2) — 9 a vyiesime:

(a>=1)(a+2)=a®>+24*> -9
3 2 _ 3 2
a4+ 2a°—a—2=a"+2a“—9

Vys88i mocniny a se ndm vyrusi a ziskivame a = 7. Cisla jsou tedy 6, 7, 8, 9.

Uloha 2.

Profesor: ,Pamatujes, kdy jsme se potkali poprvé?“

Asistent: ,Nékdy v 80. letech, ne?“

Profesor: ,, Presné! Pamatuju si, Ze posledni cifra toho roku byla stejnd jako posledni cifra tvého tehde-
jstho veku!“

Asistent: ,,To je pravda. Ted mi doslo, Ze miyj tehdejsi vek byl roven desetindsobku prond cifry tvého
nynéjsitho a miyj soucasny vék uz je roven Sestndctindsobku tohoto cisla!“

Profesor: ,Hah!“

Asistent: ,Cemu se smé&jete?*

Profesor: ,, Uz vim, ve kterém roce ses narodil!“

Soucasnyj vék odpovidd véku v roce 2015. Ve kterém roce se narodil profesor a ve kterém jeho asistent?

Bohuzel, v zadéani této tlohy se vyskytla chyba, kviali niZz byla ponékud t&éZsi, neZ by méla. OvSem
skvéle si s ni poradil Vojéch Turland, jemuz gratuluji k bezchybnému feseni! Autorské feseni je vypra-
covano pravé podle jeho.

Asistentuv vék v 80. letech byl roven desetindsobku prvni cifry profesorova souc¢asného, tj. posledni
cifra asistentova tehdejsiho véku byla nula. To je podle zadani zaroven posledni cifra roku, v ném?z se
potkali — musel to teda byt rok 1980.

Zména asistentova véku mezi obéma setkdnimi muze byt 34, 35 nebo 36 let — v zavislosti na datu
narozenin asistenta a na datu obou setkani. Pokud zménu asistentova véku ozna¢ime jako b, jeho vék
dobé& setkani r.1980 jako w a prvni cifru profesorova tehdejsiho véku jako a, podle zadani mam w=10a
a w+b=16a. Tedy b = 16a — w = 16a — 10a = 6a a jelikoz b i a jsou pfirozena ¢isla, musi 6|b. Jelikoz
b € 34, 35, 36 musi nutné b=36. Z toho plyne, Ze v roce 1980 se potkali pfed asistentovymi narozeninami
a v roce 2015 po nich. V ¢ase jejich setkani tedy bylo asistentovi 10a = 10b/6 = 10 - 36/6 = 60 let, v
roce 1980 tedy oslavil své 61. narozeniny. Proto se musel narodit roku 1980 — 61 = 1919.

Co se tyce profesorova véku, vime, ze jeho prvni cifra je 6, o druhé vsak ze zadani nemame zadné
informace. Profesortiv vék tedy muze nabyvat hodnot 60,61,...,69. Rok profesorova narozeni podle
toho tedy lezi v rozmezi let 1945 (r. 1980 se potkali po profesorovych 60. narozeninach) a 1955 (r. 1980
se potkali pfed profesorovymi 69. narozeninami).
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Uloha 3. V manudlu je napsany ctyiciferny kéd pro zastaveni casového presunu. Posledni cifra je
4. Profesor vsak naschvdl ¢islo prepsal tak, Ze proni a cturtd cifra byla stejnd, druhd ale byla nejvétst
spolecnyj délitel druhé a cturté cifry puvodniho, 3 byla o pét mensi neZ u c¢isla, které bylo v manudlu
plivodné. Nové ¢islo je o 650 mensi nez pivodni. Kolik moznosti pivodniho kddu existuje?

V zadani tohoto piikladu se bohuzel vyskytla nejednozna¢nost - a to ve formulaci ,,prvni a ¢tvrta
cifra byla stejna®“. Pokud je ptuvodni ¢islo ve tvaru abcd, nové ¢islo lze piepsat jako apgd (1. verze),
nebo jako epge (2. verze). Obé feSeni jsou tedy brana jako spravné.

1. verze: Necht dekadicky zéapis pivodniho koédu je abcd a nového apgd. Pak 650 = abcd — epgd =
be0 — pq0 = 10(be — pq), tedy 65 = bc — pg = 10(b — p) + ¢ — q = 10b — 10D(b,4) + ¢ — ¢ + 5, tedy
10b—10D(b,4) = 60ab = 6+ D(b,4). Mezi jednocifernymi ¢isly to plati pro b = 7, tedy jedna moznost.
Cislo a je libovolné, tj. devét mozZznosti, ¢islo ¢ musi byt vétsi nebo rovno péti, takze pét moznosti,
¢tvrta cifra je dana.

Celkem tedy méame 1 -5 -9 = 45 moznosti.

2. verze: Necht dekadicky zapis ptuvodniho kédu je abed a nového epge. Vzhledem k zadéani plati
650 = abcd — epge = 10(abc — epq) + 4 — e. Jelikoz a, b, ¢, p, q, e jsou jednociferna piirozena &isla
a jelikoz 4 — e = 10(65 + epq — abe), tak 10/4 — e a tedy 4 — e = 0 a e = 4. Nové ¢&islo je tudiz
ve tvaru 4pg4. Dale vime, ze p = D(b,4) a b—5 = ¢, tedy b = 5+ ¢5 + 0. Z toho (b,q,p) =
(b,b—5,D(b,4)) € {(5,0,1),(6,1,2),(7,2,1),(8,3,4),(9,4,1)}. Vidime, Ze cifru b miizeme zvolit pé&ti
zpusoby. Déle: abcd = 650 + 4pgd > 650 + 4434 = 5084, tedy 5 > a. Analogicky abcd = 650 + 4pgd >
650 + 4104 = 4754, tedy a > 4. Miuze tedy nastavat a = 5 nebo a = 4, coz jsou dva zpusoby.

Cifry a a b na sobé nejsou nijak zavislé, proto mam 2 -5 = 10 moznosti pro pivodni kod.

Uloha 4. Asistent md pied sebou lichobéznik TIME, kde strany TI a ME jsou na sebe rovnobéiné.
Necht S je stred strany TI. Dokazte, Ze pokud je whlopticka TM osou uhlu EMS, je trojihelnik TIM
pravouhly.

TI || ME, tedy tuhly EMT a MTS maji stejnou velikost. Jelikoz T'I je osou uhlu EMS, pak i
ihel TMS je ma stejnou velikost jako pfedchozi dva. Tim padem je trojuhelntk TMS rovnoramenny se
zékladnou TM a |T'S| = |[MS| = |SI|. Tedy body T, I, M lezi na jedné kruznici se stfedem S, coz je
v8ak Thaletova kruznice nad primérem T'I. Proto je trojahelnik TIM pravouhly (s pravym thlem u
vrcholu M).

Uloha 5. Méjme rovnoramenny trojihelnik ABC se zikladnou AB. Necht V je stied kruZnice vepsané
tomuto trojihelniku s polomérem Scm a T jeho téZisté. Kruznice vepsand se dotgkd stran AB a BC
poporadé v bodech P a Q. Vime, Ze ihel CTQ je pravouhly a [CV] = Sem. Jaky je obsah trojihelnika

TVQ?

Délka vysky v trojuhelniku ABC na stranu AB je rovna |[CV|+ |V P| = 5+ 3 = 8 cm. Tezisté lezi ve
dvou tfetinach t&Znice, tedy |CT| = 8/3 ¢cm = 2,67 em. Uhel CQV je pravy, |[CV| =5 cm, |[VQ| =3
cm a podle Pythagorovy véty tedy |CQ| = 4 em. Pokud je thel CTQ pravy, je usecka T'Q vyska v
trojihelniku CVQ, tedy podle Eukleidovy véty o vyice |[TQ[? = |TC|. |TV|=8/3-(5—8/3) = 56/9.
Z Pythagorovy véty v CT'Q ale musi platit |CQ|2 = |CT|? + |TQ|?, coz ale neni platna rovnost, jak
zjistime dosazenim. Trojihelnik tedy neexistuje.
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Uloha 6. Asistent ve sujjch vijpoctech pocital s tim, Ze soucin jakyjchkoli dvou pFirozengch ¢isel je roven
soucinu jejich nejmensiho spolecného ndsobku a nejvétsiho spolecného délitele. Neni si vsak z hlavy jisty,
jestli je toto turzeni skutecné pravdivé. Dokazte, Ze se nemylil a tvrzent je pravdivé.

Megjme dvé pfirozené Cisla a,b. Jisté a = dg,b = dr, kde d = D(a,b) a D(q,r) = 1. Potom v8ak
n(a,b) je nejmensi ¢islo, které déli dq i dr, tedy n(a,b) = xzdr = ydq pro nejmensi mozna z,y. Po
vydéleni obou stran rovnosti dgx dostavame r/q = y/x. Jelikoz D(q,r) = 1, je zlomek r/q v zakladnim
tvaru a proto y = kr > r a x = lqg > q. Nejmensi z a y jsou tedy x = ¢, y = r, tedy n(a,b) = dgr a
tedy ab = d*qr = D(a,b)n(a,b).

Uloha 7. KaZdy bod v roviné je obarven bud cervenou, nebo modrou barvou. DokaZte, Ze v této roviné
muzZeme najit rovnoramenny pravouhly trojuhelnik se vsemi vrcholy stejné barvy.

Vezméme Ctverec a spojnicemi stfed protéjsich stran ho rozdélme na ¢tyti shodné ¢tverce. Uvazujeme-
li vrcholy téchto ¢tverct, kazdé tii vrcholy mensich ¢tvercu a velkého ¢tverce jsou vrcholy rovnoramen-
ného pravouhlého trojuhelnika. Stejné tak libovolna trojice stfedu stran. Pokud se budeme snazit tento
dtvar obarvit tak, aby zadny rovnoramenny pravouhly trojihelnik nemél vechny vrcholy stejné barvy,
rychle zjistime, Ze zadné takové obarveni neexistuje.



