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Reseni Druhé Série

Uloha 1. Aby proletél siti sachet co nejrychleji, musel profesor vyuzit faktu, Ze obvod ctyiuhelniku je
vZdy vetsi, nez soucet jeho uhlopiicek. Dokazte, Ze tomu tak skutecné je.

Podle trojihelnikové nerovnosti je soucet dvou stran trojuhelniku vétsi nez strana tieti. Uhlopiicka
a dvé strany ¢tyruhelniku vzdy tvofi trojuhelnik. V kazdém takovém trojuhelniku plati:

|AB| + |BC| > |AC|
|BC| + |CD| > |BD|
ICD| + |DA| > |AC
|DA| + |AB| > |BD|

Po se¢teni vSech nerovnosti a jejich apravé dostavame:

(|AB| + |BC| + |CD| + |DA|) > (JAC| + |BD|)

Tim je dikaz hotov.

Uloha 2. Laboratorni denik mél piivodné 1000 listi (ocislovangch od 1 do 1000). Asistenti vytrhli
vSechny listy, jejichZ cislo bylo soucinem nékolika (tzn. dvou a vice) stejnijch prirozenych cisel. Kolik
listd v dentku chybélo?

7 deniku byly vytrhané listy, jejichz pofadové ¢islo bylo souc¢inem nékolika stejnych pfirozenych.
¢isel, tedy bylo néjakou mocninou prirozeného ¢isla.

e Druhych mocnin pfirozeného ¢isla, které jsou mensi nez 1000, je celkem 31, protoze 32-32 > 1000.
Mame tak 31 vytrhanych listu.

e Ttetich mocnin (tj. souéini t¥i stejnych piirozenych &isel) mensich nebo rovnych 1000 je 10, ale
tfeti mocniny 1, 4 a 9 jsme jiz zapocitali u druhych mocnin. TakZe méame dalsich 7 vytrzenych
list.

e Mocniny jednicky jsou rovny jedné, proto dale nebudeme jednic¢ku uvazovat.
o Ctvrté mocniny jsou jiz obsazeny v druhych mocninéch.

e U patych mocnin ziskdme uZ jenom 2 nové listy 2° a 3°, protoZe dali paté mocniny jsou vétsi
nez 1000.

e Sesté mocniny jsou obsazeny ve druhych i ve tfetich mocninéch. Stejné tak nemusime pocitat s
osmymi a devatymi mocninami, protoZze 8 ani 9 nejsou prvocisla.

e Vy&&i mocniny 2 uz presahnou 1000 (2! = 1024 > 1000).

e Posledni vytrzeny list, ktery jsme jesté nezapodéitali je 27. Dalsi sedmé mocniny uz jsou vétsi nez
1000.

Celkem tedy chybélo 31 + 7+ 2+ 1 = 41 listu.
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Uloha 3. Profesor potrebuje zndt presnou vzddlenost kazdého z asistentii od laseru. V mistnosti je
jen jedna Zidle, jeden laser a oba asistenti. Profesor si rychle uwvédomil tato fakta:

o Mezi laserem a asistentem-A stoji Zidle (ne nutné uprostied).

e Oba asistenti jsou od sebe vzddleni 5 metrii.

o Uhel ,asistent-B, asistent A, laser” ¢ini 45°

o Trojuhelnik ,asistent-B, laser, Zidle“ je pravouhly (s pravym dhlem u Zidle) a jeho obsah je 10 m

Ctvereénich.

Jak daleko jsou oba asistenti od laseru?

Oznaéme si laser jako L, zidli jako Z, asistenta-A jako A a asistenta-B jako B.
Trojthelnik AZB je pravouhly s pravym thlem u Z. Protoze je |LZAB| = 45° je |£ZZBA| =
180° — 90° — 45° = 45°, a tedy trojuhelnik AZB je i rovnoramenny.

Pro délku = = |AZ| = |ZB]| plati Pythagorova véta 222 =52 = z = /%2 = 2. /2.

Nyni najdeme délku y = |ZL|. Protoze je trojuhelnik LBZ pravouhly, plati pro jeho obsah:
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Podle Pythagorovy véty je tedy |BL| = /22 + y? = 1778.

Pro délku |AL| plati, ze |AL| =z +y = 13'2‘/5.

Asistent-B je od laseru vzdalen —”278 =6,67m a asistent-A je od laseru vzdalen Lg/iiQ, 19m.

Uloha 4. Profesor si pamatoval, e kéd k zdloznimu zdroji je pocet palindromi (¢isla, které se ctou
odptedu stejné jako odzadu) od 1 do sedmicifernijch cisel véetné. Jaky byl zdlozni kod?

Nejdrive vypocitdm pocet palindromii mezi jednocifernymi pfirozenymi &isly: Jsou to vSechna ¢&isla
1 az 9, takze je jich 9.

Vypocitdm pocet palindromti mezi dvojcifernymi prirozenymi Cisly: Jsou to ta ¢isla, kterda maji obé
cifry stejné (11, 22, ..., 99) — téch je taky 9.

Vypocitam pocet palindromii mezi trojcifernymi pfirozenymi ¢isly: Jsou to ta ¢isla, ktera maji stejnou
¢islici na misté stovek a jednotek. Téch je v kazdé stovee 10 (101, 111, ...181, 191), takZe jich je celkové
90 (9-10 = 90).

Vypocitdm pocet palindromt mezi ¢tyfcifernymi prirozenymi ¢isly: Jsou to ta ¢isla, kterd maji stejnou
¢islici na misté tisicii a jednotek a zaroven maji stejnou ¢islici na misté stovek a desitek. Téch je v
kazdém tisici 10 (1001, 1111, ...1881, 1991), takze jich je celkové 90 (9 - 10 = 90).

Vypocitdm pocet palindromt mezi péticifernymi pfirozenymi ¢isly: Jsou to ta ¢isla, kterd maji stejnou
¢islici na misté desetitisicti a jednotek a zarovenn maji stejnou ¢islici na misté tisicti a desitek. Téch je v
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kazdém tisici 10 (10001, 10101, 10201, . .., 10901), takze v kazdém desetitisici jich je 100 (10-10 = 100)
a celkové mezi péticifernymi ¢isly 900 (9 - 100 = 900).

Vypoditam pocet palindromi mezi Sesticifernymi prirozenymi ¢&isly: Jsou to ta &isla, kterd maji
stejnou ¢islici na misté statisicti a jednotek a zaroven maji stejnou ¢islici na misté desetitisici a desitek
a jeSté na misté tisict a stovek a téch je v kazdém desetitisici 10 (100001, 101101, 102201, ..., 109901),
takze v kazdém statisici jich je 100 (10-10 = 100) a celkové mezi Sesticifernymi ¢isly 900 (9-100 = 900).

Vypocitdm pocet palindromit mezi sedmicifernymi pfirozenymi ¢isly: Jsou to ta Cisla, kterd maji
stejnou ¢islici na misté miliéont a jednotek a zarovenn maji stejnou ¢islici na misté statisici a desitek a
jesté na misté desetitisici a stovek. Téch je v kazdém desetitisici 10 (1000001, 1001001, 1002001, ...,
109901), takZe v kazdém statisici jich je 100 (10-10 = 100), v kazdém milionu pak 1000 (10-100 = 1000)
a celkové mezi sedmicifernymi ¢isly 9000 (9 - 1000 = 9000).

Zalozni kod je tedy 10998.

Uloha 5. Po kruhové drize béhaji rovnomérnou rychlosti 2 geneticky upravent kiecci. Kdyz bézi proti
sobe, stretnou se kaZdych 10 vtetin. Kdyby utikali stejnym smérem, dohonil by jeden druhého kaZdych
170 vterin. Jakd je jejich rychlost, kdyz délka drahy je 170 cm?

Rychlost prvniho kiecka si ozna¢me jako x a rychlost druhého kiecka jako y.

Prvni kiecek ubéhne za 10 vtefin 10z centimetri.

Prvni kiecek ubghne od kazdého stietnuti (170 — 10z) = 10y centimetri.

Kdyz bézi stejnym smérem, ubéhne prvni kiec¢ek 170z centimetrii a druhy kiecek 170y centimetri.
Prvni ubéhne o 1 kolo vic, protoze je rychlejsi.

Méme tedy dvé rovnice o dvou nezndmych, coz lze jednoduse vyftesit:

170 — 102 = 10y
1702 — 1702 = 170
cm
r=9—

S
cm
Yy=0—

Prvni kiecek béha rychlosti 9<%, zatimco druhy kiecek béhé rychlosti 87,

Uloha 6. Stroj casu C610 je v tomto stavu schopnyj pouze posunu o deset, nebo dvacet let do minulosti.
Takovychto posuni mize udélat libovolné mnoho, ale nikdy se nemiize vrdtit zpdtky (tedy casove vpied).
Kolika riznymi zpisoby se miZe profesor dostat ze soucasnosti (rok 2015) do roku 19059 Dva zpisoby
jsou rizné, pokud existuje letopocet, ve kterém jsme pTi jednom zptisobu zastavili a pri druhém ne.

Ulohu si mtiZeme pievést na situaci, kdy se snazime p¥ejit na 11 kamen, pokud p#i kazdém kroku
popojdeme o 1 nebo o 2 kameny dopiedu. Zjistujme rovnou, kolika zpusoby se da prejit n kamen,
ozna¢me tento pocet P(n). ReSenim ulohy je pak P(11).

Vsimnéme si, ze na n-ty kdmen se da dostat bud z (n — 1). kamene, nebo z (n — 2) kamene. To tedy
znamend, ze pocet zptisobt P(n), jak se dostat na n-ty kamen, se vypocita jako soucet zpisobu, jak
se dostat na (n — 1). kimen a na (n — 2). kimen. Plati tedy, Ze P(n) = P(n — 1) + P(n — 2). Snadno
zjistime, Ze na 1. kdmen se da dostat jednim zptsobem, na 2. kimen dvéma zptsoby — budto na prvni
kdmen stoupneme nebo ne. Tedy P(1) =1 a P(2) = 2.
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Nyni jiz snadno dopoéitame dalsi hodnoty: P(3) = 3, P(4)
21, P(8) = 34, P(9) = 55, P(10) = 89, P(11) = 144.

5 P(5) = 8,P(6) = 13,P(7) =
Do roku 1905 se jsme tedy schopni dostat 144 zptsoby.

Uloha 7. Kolem stromu je omotany obii had. Plaz kolem stromu obkrouZil rovngch osm zdviti, a
mél tak hlavu ve viysce ctyr metri, dotykajice se koncem ocasu zemé. Primér parezu byl osmdesdt
centimetri. Jak byl had dlouhy?

Had obkrouzil pafez v osmi zavitech. Stac¢i ndm vypodist délku jednoho zavitu, celkova délka hada
pak bude osmkrat vétsi. Jeden zavit je obkrouzen na vélci o priméru 80 cm a vysce 400 : 8 = 50cm.
Rozvineme-li plast tohoto valce do roviny, dostaneme obdélnik. Had v ném tvofi thlopFicku.

Sta¢i nam spocitat délky stran a thlopiicky obdélnika. Jedna strana obdélnika je vlastné vyska
jednoho zavitu, tedy mé délku b = 50 ¢cm. Druha strana je obvod kruhové podstavy véalce, tedy obvod
kruhu o priméru d = 80cm, coz je a = w - d = 3,1415 - 80cm = 251, 32¢cm.

Délka thlopticky v naSem obdélniku je (podle Pythagorovy véty):

h = /a2 + b2 = \/251,322 + 502=256, 25cm

Celkové délka hada je tedy asi 20,5 m.



