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ZADANI DRUHE SERIE

TERMIN ODEVZDANT: 10.12.2012

V Ludolfové tdoli pomalu ale jisté svitalo. Slunce lomilo své triliény paprskt pres okenni
tabulku a Simralo koméara na jeho slepenych ktidlech.

Uloha 0. Komdr by spal jesté déle, ale spdt mu nedalo premysleni. SnaZil se vymyslet co
nejzajimavéjsi pravdivou sebereferencéni vétu - tj. vétu kterd odkazuje sama na sebe. (Napft.:
Tato véta md pravé Sest slov.) PomiZete mu, aby se pristé mohl rddné vyspat?

Nakonec po chvilce zamzoural, zvedl se, prehodil své tii pary nohou pres okraj odmoc-
niny a zivnul. Dnes ho ¢ekala spousta povinnosti. Aby také ne, kdyz byl mistnim starostou.

Sklonil sosdk do kulaté zavorky plné lahodnych ¢initelt a s ismévem se podival kru-
hovym oknem (ostatné, hromada véci v jeho domé méla pravé tvar kruhu) na Trojku
se Ctyikou, které uz za ¢asného rana trénovaly pfehozy se znaminkem krat. V takovych
chvilich je ostatni koméafi nazyvali Tym Dvanact.
problematiku objemu kouli, kde on s4m byl jednim z kli¢ovych ¢lenti. Spolu se Ctytkou
na misté ¢itatele, Trojkou na misté jmenovatele (laskovné na sebe pokukujicimi pfes zlom-
kovou ¢aru) a nékolika znaminky krat, samoziejmé. Znaminka krat byla zde v Ludolfové
udoli obecné zadanym zbozim.

Uloha 1. Komdr se musi co nejrychleji dostavit na schizku, kterd se kond v 7. patre. Jak
se tam Komdr dostane z 12. patra, jestlize budova md celkem 20 podlazi (pFizemi aZ 19.

patro) a vytah obsahuje pouze dvé tlacitka - jedno vyveze vytah o 18 pater nahoru, druhé
o 8 dolu?

Nastésti vse stihl vcéas, ale nervozita ho neopustila. Starost mu délala nesympaticka
Tteti mocnina, sedici pfimo naproti nému, a plno neznamych. Brr.

Uloha 2. Treti mocnina byla ze vsech 12 zasedagicich nejstarsi. Kolik ji mohlo biyjt nejvijse
let, jestlize prumerny vék vsech 12 zasedajicich je 50 let a kaZdému zasedajicimu je alespon
42 let?

Nicméneé i pres jejich chladny vztah se zasedani zdélo byt v poradku. Ttieti mocnina
odkvacila domt, stejné jako Ctyika, ale pfisly Dvojka s Druhou mocninou, aby se mohly
fesit kazdodenni zalezitosti.

Uloha 3. Jednim z problémi bylo doplnit dalsi ¢len posloupnosti:
1,11,21,1211,111221, 312211, ...

Zvladnete to take?
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Nakonec vse potfebné vyresili. Inu, mohl by to byt zdanlivé paradni den, kdyby k
veceru zni¢ehonic schiize nebyla prerusena. Do zasedaci mistnosti se viitil zdéseny Sinus.
,Pane Bonifaci!“ pohlédl na koméara: ,Mame vazny problém. Do kabiny jmenovatele v nasi
zlomkové bojové lodi se dostala Nula a hrozi, Ze vSe vyhodi do povétti!* Bonifac sebou trhl,
ale jednal bez zaslepeni. ,,Musime ji néjak odstranit! Nalakame ji.“

Uloha 4. Aby odldkali Nulu ze jmenovatele, nabidli ji Double §tavu. Nula, Dvojka, Trojka,
Ctyrka a Druhd mocnina stoji ve fronté na plechovku Double §tdvy v tomto poradi. Proni
élovék wve fronté (Nula) dostane Double §tdvu, vypije ji a rozdvoji se. Obé Nuly se pak
pripoji na konec fronty. Potom plechovku dostane dalsi clovek ve fronté (Dvogka), také ji
vypije a obé Dvojky se pripoji na konec fronty. Tento proces se pak opakuje pordad dokola.
a) Kdo dostane stou plechovku?

b) Kdo dostane miliontou plechovku?

(Zdkiim 6. a 7. trid zdkladnich $kol a odpovidajicich rocéniki viceletyich gymndzii bude
zapocitan lepsi z prikladi a), b); Zdkim 8. a 9. trid zdkladnich skol a odpovidajicich rocniki
viceletyjch gymndzit bude zapocitdin pouze priklad b).)

Nakonec se jim podatilo Nulu odléakat a vitézoslavné si oddechli. Stale vsak hrozilo, Ze
by se Nula mohla vratit. ,Dvojko, musi$ lod zabezpecit. Nula se uz nikdy nesmi dostat
do jmenovatele!“ rozdéval Bonifac rozkazy. ,Rozdélime lod zdi.“ Nula vSak byla velice
zékeina a v zadném pripadé nechtéla dostat méné prostoru, nez jini dohromady. Museli
tedy postavit zed usitou Nule na miru.

Uloha 5. a) Lod md piidorys ve tvaru trojihelnika ABC. Na strané AB zvolte bod P tak,
aby se Nula necitila osizend, tj. aby trojihelniky APC a BPC mély stejny obsah.
b) Lod ma pidorys lichobéznika ABCD se zdkladnami AB a CD, kde |AB| > |CD|. Na
strané AB sestrojte bod P tak, aby se Nula necitila oSizend, tj. aby trojuhelnik APC meél
stejny obsah jako ctyruhelnik PBCD.

(Zdkim 6. a 7. trid zdkladnich $kol a odpovidajicich rocniki viceletjch gymndzii bude
zapocitan lepsi z prikladi a), b); Zdkim 8. a 9. trid zdkladnich skol a odpovidajicich rocniki
viceletyjch gymnazii bude zapocitdin pouze priklad b).)

Vse se vydafilo. Bonifac si spokojené broukl pod vousy, chci fict pod sosak, rozuméjte
mi. Ten vecer museli prerusit dumani nad obsahem a obvodem kruhti. Zato ale dokazali
prechytracit nulové hodnoty a ukazat tak mladym komérktm, Ze na feSeni sporti neni
potieba vzdy zrovna slozitda matematika. A tu ho napadl jeden stary znamy piiklad:

Uloha 6. Malosem prirozeného cisla nazveme jeho nejmensiho délitele vétsiho ne? 1.
Velkosem prirozeného cisla nazveme jeho nejvétsiho deélitele mensiho neZ samotné cislo.
Najdéte vsechny dvojice po sobé jdoucich prirozenych cisel takovych, Ze i jejich malosi jsou
po sobé jdouct c¢isla a jejich velkosi jsou po sobé jdouct cisla.

Kdyz ulehal na odmocninu, po dlouhé dobé mu na tvaii pohraval spokojeny tsmév.
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DUKAZOVE METODY

DiL DRUHY

Vitejte u druhého dilu seridlu o diikazovych metodach v matematice. V tomto ¢lanku
se budeme vénovat velmi elegantnimu pfistupu k problémtm - metodé dikazu sporem.
Reknéme si nejprve piibliznou strukturu této metody:

e Reknéme, Ze dokazujeme tvrzeni A.
e Predpokladejme, Ze tvrzeni A neplati.

e Nyni se budeme snazit sledem logickych krokt dojit k tvrzeni, které je evidentné
Spatné - k tzv. sporu. Mtize to byt rozpor se zadanim nebo i obecné neplatné tvrzeni,
tfeba 1 = 2 nebo zZe je liché ¢islo délitelné dvéma.

e Pokud se nam povedlo dojit od predpokladu, Ze tvrzeni A neplati, az ke sporu,
znamena to, ze tento predpoklad nemitize byt pravda - pokud by platil, platilo by i
ono sporné tvrzeni. Z toho plyne, Ze naSe tvrzeni A musi platit a jsme hotovi!

Ukazme si tuto myslenku na jednoduchém ptikladeé.

Priklad. Ve skole je 400 studenti. Dokazte, Ze mezi nimi existuji dva, kteri maji naroze-
niny ve stejny den.

Reseni. Nejprve tedy zformulujeme predpoklad, Ze zadané tvrzeni neplati - tj. pfedpokla-
dejme, Ze zadni dva studenti nemaji narozeniny ve stejny den. Nyni se pokusime logickymi
kroky dojit ke sporu. Existuje 366 moznych dat, kdy mize mit ¢lovék narozeniny. Pokud
tedy predpokladame, ze zadni dva studenti nemaji narozeniny ve stejny den, tak je ve skole
nejvyse 366 studentt, coz je ale spor se zadanim, ze je jich 400! Tudiz nas predpoklad o
tom, ze zadané tvrzeni neplati, musi byt Spatné - takze ono plati a nékteii dva studenti
nutné maji narozeniny ve stejny den.

]

Kdyz rozpozname, ze bychom chtéli tilohu fesit sporem, je dalsim podstatnym krokem
uvédomit si, co bude onim spornym tvrzenim - na dalsi tloze si ukédzeme, Ze je vyhodné
predpokladat co nejvice to jde.

Priklad. Redlnd cisla, kterd muzZeme zapsat ve tvaru g, kde p,q jsou celda cisla, nazyvdme

raciondlni. Ostatnim islim pak Fikdme iraciondini. Dokazte, Ze \/2 je iraciondlni ¢islo.

Reseni. Povaha tlohy naznacuje, ze ji budeme chtit fesit sporem a predpokladat, Ze exis-
tuji ¢isla p,q takova, ze /2 = s. Kdybychom na tomto misté s predpoklady skoncili, je
uloha stale rozumné fesitelnd, ale zbyteéné slozité (to si miize ¢tendf rozmyslet jako cvi-
¢eni). My v8ak muzeme predpokladat jesté néco navic - a sice, ze €isla p, ¢ jsou nesoudélna,
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tj. ze zlomek %’ je v zakladnim tvaru. To si jisté mtizeme dovolit, protoze kdyby existoval
jejich spolecny délitel vétsi, nez 1, mohli bychom jim zlomek zkratit.

S timto piedpokladem v rukou nyni upravime rovnici v/2 = g:
umocnime obé strany na druhou

a prendsobime rovnici ¢

Na levé strané rovnice je sudé ¢islo, takZe i na pravé strané rovnice je sudé ¢islo, tj. p?
je délitelné dvéma. Nicméné, 2 je prvocislo, takze déli-li p?, déli i p, takze p? je délitelné
dokonce ¢tyfmi. Prava strana rovnice je tedy délitelnd ¢tyfmi - musi byt délitelnd ¢tyrmi
i leva strana rovnice, coZ zejména znamenad, ze g2 je délitelné dvéma, takze mame, Ze ¢ je
délitelné dvéma. Ale co jsme zjistili? Cisla p i ¢ jsou délitelnd dvéma, coz je ale ve sporu
s predpokladem, Ze jsou nesoudélnd! Dogli jsme ke sporu, takze takova ¢isla p,q zkratka
existovat nemohou a \/5 je iracionalni ¢islo.

O

Nez si zadame seridlovou tlohu, na které si diikaz sporem sami vyzkousite, ukazme si
jesté jednu velmi znamou a starou ulohu, ve které se diikaz sporem ukazuje v celé své krase.

Priklad. Dokazte, Ze prvocisel je nekonecné mnoho.

Reseni. Piedpokladejme pro spor, e prvocisel je pouze konetné mnoho, feknéme n.
Oznacme si je py,po, ..., Pn. Uvazme nyni ¢islo py - pg - ... - p, + 1. Toto ¢islo je ziejmé vétsi,
nez libovolné z prvocisel, ale protoze je o 1 vétsi, nez néjaky nasobek kazdého z nich, neni
zadnym z nich délitelné. Mame tedy cislo, které neni délitelné zadnym prvocislem, takze
je délitelné jen sebou samym a jednickou ... tedy je to prvocislo! A méame spor s nasim
predpokladem, ze je pouze n prvocisel - nasli jsme dalsi, vétsi. Z toho plyne, ze prvocisel
nemuze byt n pro zadné konecné velké n - je jich tedy nekonecné mnoho.

O

Uloha 7. Dokaste, ze 4/5+ 1 je iraciondlni islo.

Tato aktivita je realizovana v ramci verejné zakazky Pilotni ovéreni systému popularizace
technickgch a prirodovédnych obori vytvdrenim vazeb vysokiych kol na Skoly nizsich stuprii,
kterd je souc¢asti IPN Podpora technickych a pFirodovédnych obori (PTPO), reg. ¢.
CZ.1.07/4.2.00/06.0005 . Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim fondem a statnim
rozpoc¢tem Ceské republiky.
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